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Artykuł opisuje kontekst i treść przeoczonej dotąd przez 
historyków fizyki korespondencji z listopada 1925 roku na temat  
prawa Plancka i statystyki Bosego pomiędzy Władysławem 
Natansonem a Alfredem Landé i konsekwencje tej korespondencji. 
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Ladislas Natanson and Alfred Landé  
versus Planck’s law,  

the Boltzmann-Planck-Natanson  
statistics and the Bose statistics

Abstract
The article describes the context and content of   the cor- 
respondence from November 1925, so far overlooked by physics 
historians, on the Planck law and the Bose statistics between 
Władysław (Ladislas) Natanson and Alfred Landé and the effects 
of  this interaction.

The article publishes for the first time the translations from 
German into Polish of  two letters from Natanson and Landé.
Keywords: Władysław Natanson, Ladislas Natanson, Alfred Landé, 
Boltzmann’s statistical method, Boltzmann statistics, Planck’s law, Planck 
statistics, Bose statistics, Boltzmann-Planck-Natanson statistics, Boltzmann-
Planck-Natanson-Bose statistics.

1. Wstęp

Jak dotąd w pracach historyków fizyki nie można znaleźć informacji 
czy Władysław Natanson kiedykolwiek zareagował na fakt ukazania się 
dwóch artykułów Satyendra Natha Bosego (1924a; 1924b) dotyczących 
prawa Plancka lub tzw. statystyki Plancka.1

1  Zob. np. Whithaker 1953; Jammer 1966, s. 51; Hund 1967 (przekłady: 1974, 1975, 
1980); Mehra 1975; Średniawa 1985, ss. 89–90; 2000, ss. 454–455; 1996/2006; Lange 
1992a; 1992b, s. 132; 1997; Wali 2006; Konieczny 2011; 2012; Nagasawa 2018, s. 412; 
Saunders 2020; Spałek 2005a, s. 15 / 2005b, s. 152; 2020; Badino 2021. 

Kwestia ta nie była analizowana w najobszerniejszej aktualnie pracy na temat recep-
cji dokonań Natansona dotyczących tzw. statystyki Bosego-Einsteina (Kokowski 2019). 
Wspomniano w niej jednak, że 18 listopada 1925 r. Alfred Landé skierował z Tybingi 
do Władysława Natansona list (Landé 1925 (dokument archiwalny), Walther Gerlach i Al-
fred Landé w 1926 r. zacytowali artykuł Natansona z 1911 roku w wersji niemieckiej 
(Kokowski 2019, s. 379) oraz że sam Natanson w swoim artykule pt. „O promienio-
waniu” (II wersja) opublikowanym w książce Oblicze natury: odczyty, przemówienia i szkice  
(ss. 125–151) z prozaicznego powodu milczał o artykule Bosego, gdyż książka ta uka-
zała się przed opublikowaniem artykułu Bosego (Kokowski 2019, s. 342). Po dodatko-

https://archive.org/details/conceptualdevelo0000jamm
https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rsbm.1975.0002
http://bazhum.muzhp.pl/media/files/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1996-t41-n1/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1996-t41-n1-s59-98/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1996-t41-n1-s59-98.pdf
http://www.2iceshs.cyfronet.pl/2ICESHS_Proceedings/Chapter_10/R-2_Sredniawa.pdf
http://bazhum.muzhp.pl/media/files/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n1/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n1-s11-22/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n1-s11-22.pdf
http://bazhum.muzhp.pl/media/files/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n2/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n2-s123-132/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n2-s123-132.pdf
https://www.researchgate.net/publication/243391503
http://pau.krakow.pl/PKHN-PAU/pkhn-pau-XI-2012-4.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.18.014.9334
https://pdf.sciencedirectassets.com/271767/1-s2.0-S1355219820X00049/1-s2.0-S1355219819300541/main.pdf
https://web.archive.org/web/20060916110943/http:/www.zwoje-scrolls.com/zwoje43/text10p.htm
https://pf.ptf.net.pl/PF-2005-4/docs/PF-2005-4.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.20.013.12569
https://philarchive.org/archive/BADOWA
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
http://www.sbc.org.pl/Content/83937/i329249.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
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Z drugiej zaś strony z tego rodzaju opracowań wiadomo, że pewną 
rolę w wyjaśnianiu nowego opisu promieniowania eletromagnetycznego 
odegrał w latach 1925–1926 Alfred Landé (1888–1976). Dokonał tego 
za sprawą czterech publikacji o kwantach światła (Landé 1925; 1926a; 
1926b; Landé, Gerlach 1926) i korespondencji na ten temat z Erwinem 
Schrödingerem, o której był też informowany Albert Einstein.2 

Fig. 1. Władysław Natanson, około 1910 r.  
Źródło: Majkowska, Fiałek (red.) 2009,  

illustration 14.

Fig 2. Alfred Landé około 1940 r. (by un- 
known author – Aus dem Privatbesitz der 

Familie Landé, Public Domain). 
Źródło: https://commons.wikimedia.org/ 

w/index.php?curid=17990743.

Celem tego artykułu jest wykazanie na podstawie zachowanych źródeł 
i ich interpretacji w świetle metodologii historii fizyki3, że Władysław Natan-

wych badaniach udało mi się ustalić ponad wszelką wątpliwość, że książka Natasona 
została opublikowana przed 14 kwietnia 1924, gdyż 14 kwietnia 1924 r. została już 
zrecenzowana w czasopiśmie Wiadomości Literackie – zob. Wasowski 1924, s. 3. Ponad-
to, ponieważ wiadomo, że Bose przesłał swój artykuł do Zeitschrift für Physik dopiero  
2 czerwca 1924 r. i nie prowadził korespondencji z Natansonem, jest wysoce prawdo-
podobne albo niemal pewne, że Natanson nie wiedział o istnieniu artykułu Bosego 
w czasie, gdy ukazywała się książka Natansona.

2  Zob. np. Mehra, Rechenberg 1987, ss. 417–419.
3  Zob. Dodatek 1.

https://repository.aip.org/islandora/object/nbla%3A6669/datastream/PDF/
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=17990743
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=17990743
http://www.lamoth.info/?p=digitallibrary/getfile&id=3272&usg=AOvVaw3cwpzk_I9cp51UHUqciqrR
https://books.google.pl/books?id=-pL56OcVubgC&pg=PA417
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son przynajmniej raz jawnie zareagował na wspomniane artykuły Bo-
sego i ma to ścisły związek ze wspomnianymi powyżej pracami Alfreda 
Landégo i Walthera Gerlacha.

2. Artykuł Landégo z sierpnia 1925 roku
19 czerwca 1925 roku Landé przesłał do Zeitschrift für Physik artykuł  
pt. „Lichtquanten und Kohärenz” („Kwanty światła i koherencja”),4 
który ukazał się już w sierpniu tego roku (tom 33, ss. 571–578).5
W abstrakcie artykułu Landé naszkicował treść tej pracy:

Według Bosego, jeśli chcemy wyprowadzić formułę pro-
mieniowania Plancka z teorii kwantów światła, można to 
zrobić tylko za pomocą podejścia prawdopodobieństwa, 
które postrzega kwanty światła jako struktury zależne sta-
tystycznie w niewyjaśniony sposób i przypisuje się im pola-
ryzację. To podejście prawdopodobieństwa można również 
uzasadnić poprzez statystyczną niezależność kwantów 
świetlnych, jeżeli, analogicznie do klasycznej interferen-
cji falowej, rezygnuje się ze skalarnego dodawania kwan-
tu ε w każdym pakiecie kwantowym na rzecz superpozycji 

4  Historycy fizyki z reguły pomiją ten artykuł Landego z 1925 r. Nie zwrócili na 
niego uwagę np. Whithaker 1953; Jammer 1966; Hund 1967 (przekłady: 1974, 1975, 
1980); Mehra 1975; Kuhn 1978; Kastler 1983; Średniawa 1985; 2000; 1996/2006; Ber-
gia 1987; Lange 1992a; 1992b; 1997; Stachel 2002; Wali 2006; Hentschel 2006; 2018; 
Waniek, Hetschel 2011; Konieczny 2011; 2012; Passon, Grebe-Ellis 2017; Nagasawa 
2018; Saunders 2020; Spałek 2005a, s. 15 / 2005b, s. 152; 2020; Badino 2021. 

Nieliczni, którzy odnotowali ten artykuł, np. Raman, Forman 1969, s. 313 i przyp. 
66; Hanle 1977, s.; 186; Wessels 1979, s. 322, przyp. 51 i 52; Rechenberg 1982; Mehra, 
Rechenberg 2001, s. 418; Kojevnikov 2002, s. 202; Lehner, Renn, Joas, Badino 2007,  
ss. 6–7, 9, 12; Fick, Kant 2013, ss. 109, w najlepszym przypadku skupili się na idei 
powrotu do teorii falowej światła i kwantowej interferencji Landego oraz nie dostrzegli 
związku artykułu Landego z publikacją Natansona (1911a / 1911c). Takie zachowanie 
ma swoje uzasadnienie, gdyż nie zauważyli tego związku także Erwin Schrödinger 
w liście z 3 listopada 1925 r. do Alberta Einsteina (Einstein 2018, doc. 101, ss. 182–183) 
i w liście z 16 listopada 1925 r. do Alfreda Landego (Schrödinger 1925 (dok. arch.) oraz 
Walther Bothe (1927), choć w każdym z tych przypadków wspominano tę publikację 
Landego.

5  Z perspektywy redaktora czasopisma naukowego to bardzo krótki okres na prze-
prowadzenie rzetelnej procedury recenzyjnej i rzetelne opracowanie redakcyjne tekstu. 

https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rsbm.1975.0002
http://bazhum.muzhp.pl/media/files/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1996-t41-n1/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1996-t41-n1-s59-98/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1996-t41-n1-s59-98.pdf
http://www.2iceshs.cyfronet.pl/2ICESHS_Proceedings/Chapter_10/R-2_Sredniawa.pdf
http://bazhum.muzhp.pl/media/files/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n1/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n1-s11-22/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n1-s11-22.pdf
http://bazhum.muzhp.pl/media/files/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n2/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n2-s123-132/Kwartalnik_Historii_Nauki_i_Techniki-r1992-t37-n2-s123-132.pdf
https://www.researchgate.net/publication/243391503
https://eldorado.tu-dortmund.de/bitstream/2003/24257/1/006.pdf
https://www.pro-physik.de/restricted-files/101901
http://pau.krakow.pl/PKHN-PAU/pkhn-pau-XI-2012-4.pdf
https://doi.org/10.1088/1361-6404/aa6134
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.18.014.9334
https://pdf.sciencedirectassets.com/271767/1-s2.0-S1355219820X00049/1-s2.0-S1355219819300541/main.pdf
https://web.archive.org/web/20060916110943/http:/www.zwoje-scrolls.com/zwoje43/text10p.htm
https://pf.ptf.net.pl/PF-2005-4/docs/PF-2005-4.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.20.013.12569
https://philarchive.org/archive/BADOWA
https://www.deutsche-biographie.de/pnd189548169.html#ndbcontent
https://books.google.pl/books?id=8tUVMSsC9wAC
https://www.researchgate.net/profile/Alexei_Kojevnikov/publication/241603110_Einstein's_Fluctuation_Formula_and_the_Wave-Particle_Duality/links/5e4a1c74a6fdccd965ac3e66/Einsteins-Fluctuation-Formula-and-the-Wave-Particle-Duality.pdf
http://quantum-history.mpiwg-berlin.mpg.de/eLibrary/hq1_talks/waveMech/25_lehner_renn/lehner_renn_hq-1_pres
https://library.um.edu.mo/ebooks/b28308190.pdf
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol15-doc/293
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ε  z losowo rozmieszczonymi fazami, przy jednoczesnym 
dopuszczeniu jedynie całkowitych energii wiązki kwanto-
wej. Wskazano na związek tego interferencyjnego podej-
ścia z teorią degeneracji gazu Einsteina. Wiązki kwantowe 
również okazują się kluczowe dla wymiany energii między 
promieniowaniem a materią (tłum. – M.K).6

Landé rozwinął te wątki w kolejnych częściach artykułu. W pierw-
szym podrozdziale przypomniał on kwantowe wyprowadzenie czynnika 
8πυ2/c3, we wzorze na gęstość stanów energetycznych promieniowania 
ciała doskonale czarnego, przez Bosego (Bose 1924a, ss. 179–180; Lan-
dé 1925a, ss. 571–572). 

Następnie Landé rozważył konkretny przypadek i wyznaczył licz-
bę możliwych rozkładów czterech kwantów światła w trzech komórkach 
fazowych o wielkości h3, ustalonej przez Plancka7. Liczba tych rów-
nie prawdopodobnych rozkładów wynosi 15 (Landé 1925a, s. 573, ta- 
bela 1).8 Oto one:

Tab. 1.

Kom. nr 1 4 0 0 3 3 1 0 1 0 2 2 0 2 1 1
Kom. nr 2 0 4 0 1 0 3 3 0 1 2 0 2 1 2 1
Kom. nr 3 0 0 4 0 1 0 1 3 3 0 2 2 1 1 2

Komentując te wyniki, Landé zwrócił uwagę, że kwanty światła mo-
głyby być jednak a priori niezależne, a przez to i odróżnialne:

Nie jest bynajmniej oczywiste, że te 15 możliwości jest 
równie prawdopodobnych („mają taką samą wagę”). Wręcz 

6  Niemiecki oryginał cytowanego tekstu zob. Landé 1925a, s. 571 i Kokowski 2021.
7  Planck (1906) rozważał liczbę możliwych różnych konfiguracji ΔN kwantów 

energii w ΔA oscylatorach; Debye (1910) – ΔN kwantów energii w ΔA wibracji natural-
nych; natomiast Laue (1914) – ΔN kwantów energii w niezależnych wiązkach promieni.

8  Wynik taki (tzn. 15 przypadków) podał już wcześniej Planck (1906, pp. 152– 
–153), który podał czterocyfrowe liczby, takiej postaci, że każda z cyfr wynosi 1 albo 2  
albo 3, jeśli element energii znajduje się w rezonatorze 1 albo 2 albo 3. Wynik taki 
podał także Natanson, stosując prostszy zapis tych przypadków (1911a, ss. 137–138,  
§ 3; 1911c, ss. 660–661, § 3; 1913, ss. 58–61, § 42). Zapis Natansona powtórzył też 
Landé (bez nawiązania do Natansona).

https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.21.014.14045
https://archive.org/download/vorlesungenberd04plangoog/vorlesungenberd04plangoog.pdf
https://pl.booksc.xyz/book/376356/9dcd54
https://archive.org/download/vorlesungenberd04plangoog/vorlesungenberd04plangoog.pdf
http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/pmf/pmf24/pmf2411.pdf
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przeciwnie, zakładając wzajemnie niezależne kwanty, nale-
żałoby się spodziewać a priori, że rozkład (3, 1, 0) byłby 
czterokrotnie ważniejszy niż rozkład (4, 0, 0), ponieważ 
ten ostatni można zrealizować tylko w jeden sposób, w jaki 
wszystkie cztery kwanty a, b, c, d mieszczą się w komórce 
nr 1: (abcd, 0, 0), w przeciwieństwie do pierwszego, który 
można zrealizować na cztery sposoby: (abc, d, 0), (abd, c, 
0), (acd, b, 0), (bcd, a, 0) (tłum. – M.K.).9

Co za tym idzie:

Równe prawdopodobieństwo powyższych 15 rozkładów 
czterech kwantów w trzech komórkach należy zatem trak-
tować jako szczególne niejawne założenie fizyczne, le-
żące u podstaw obliczeń Bosego i którego treści należy 
doszukiwać się w zdolności kwantów do inferencji […]  
(tłum. – M.K.).10

Innymi słowy, równe prawdopodobieństwo takich 15 konfiguracji 
oznacza, że Bose – a także wcześniej Planck, o czym nie wspomniał 
jednak Landé – przyjęli w swych modelach niejawne fizyczne założe-
nie, nieodróżnialność kwantów świata o tej samej energii. 

Według Landégo przyczyną tego efektu jest „koherencja kwantów 
światła” (1925a, s. 571) albo „pewna własność interfencyjna” kwantów 
światła (1925a, s. 573), albo „interferencja kwantów światła” (1925a, 
s. 574); manifestuje się ona w wyprowadzeniu przez Bosego termo-
dynamicznego prawdopodobieństwa makroskopowo zdefiniowanego 
rozkładu kwantów światła, w którym korzysta się ze wzoru na liczbę 
permutacji z powtórzeniami (Bose 1924a, ss. 180–181 / wersja ang.: 
Bose 1976, s. 1057).

Zdaniem Landégo w ogólnym przypadku liczba możliwych konfigu-
racji (ΔW) ΔN kwantów w ΔA komórkach według schematu rachunko-
wego Bosego określa wzór:

 
 

!
! !

 



Δ  Δ 1

Δ  
Δ 1  Δ
N A

W
A N

 (Landé 1925a, s. 573, wzór 2),

9  Niemiecki oryginał cytowanego tekstu zob. Landé 1925a, s. 573 i Kokowski 2021.
10  Jak wyżej. 

http://www.ffn.ub.es/luisnavarro/nuevo_maletin/ Bose_1924.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.21.014.14045
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który jest liczbą «kombinacji z powtórzeniami ΔA elementów z ΔN 
klas» (Landé 1925a, s. 573, wzór 2). 

Twierdząc to, Landé przeoczył wspomnieć w tym kontekście, że 
wzór ten podał już Boltzmann (1877/1909 s. 181), Planck (1900, s. 240; 
1906, s. 152) oraz Natanson (1911a, s. 136; 1911c, s. 660), który cyto-
wał Boltzmanna i Plancka, natomiast nie podał tego wzoru w swoich 
publikacjach sam Bose (1924a; 1924b).

Zdaniem Landégo, doprowadziło to Plancka do wyprowadzenia 
wzoru:

/


Δ
Δ 1ε kT

E ε
A e

 (Landé 1925a, s. 573, wzór 3).

Następnie Landé – wzorem (niewymienionych z nazwiska) Bol-
tzmanna i Natansona – wyprowadził rozkład Plancka z założenia nie-
odróżnialności kwantów światła i odróżnialności komórek.11 Punktem 
wyjścia było określenie liczby różnych konfiguracji Δw N kwantów 
światła w ΔA komórek, która jest określona rozkładem wielomiano-
wym dla liczb obłożenia grup („occupancy numbers of  groups”) za-
miast dla samych liczb obłożenia, to jednocześnie permutacja liczby 
ΔA komórek z powtórzeniami liczb nieodróżnialnych kwantów światła 
w komórkach j = 0, 1, 2, … – z analogicznego wzoru korzystał już np. 
Boltzmann (1877/1909b, s. 176, wz. 3; s. 187 i Planck (1906, s. 152)) 12: 

11  Zob. Klein 1962, ss. 472–474 (porównanie podejścia Boltzmanna i podejścia 
Plancka); Kuhn 1978, ss. 102–110 (opis podejścia Plancka); Pais 1979, ss. 893–895 
(porównanie podejścia Boltzmanna i Bosego); 1982, ss. 370, 423–428; 1986, s. 283 
(porównanie podejścia Plancka i Bosego); Mehra, Rechenberg 1982/2001, ss. 566–569 
(porównanie podejścia Plancka i Bosego); Bergia 1987, ss. 223–227 / 2009, ss. 333–337 
(porównanie podejścia Boltzmanna i Bosego); Bach 1988 (porównanie m.in. podej-
ścia Boltzmanna, podejścia Plancka, podejścia Natansona oraz Bosego); Bach 1990 
(porównanie m.in. podejścia Boltzmanna, podejścia Plancka oraz podejścia Natanso-
na); Monaldi 2009, ss. 387–388; 2019, ss. 319–320, 323–324 (porównanie podejścia 
Boltzmanna, podejścia Plancka oraz podejścia Natansona); Enders 2016 (porównanie 
podejścia Boltzmanna i podejścia Plancka); Saunders 2020, ss. 48–49 (porównanie 
podejścia Boltzmanna i podejścia Natansona). 

12  U Boltzmanna (1877/1909b, s. 176), to tzw. permutowalność rozkładu energii  
Π = n! / (w0!w1!…), czyli liczba możliwych konfiguracji, kompatybilnych komplek-
sji, dla energii układu E. Od czasów Boltzmanna wzór ten odgrywa ważną rolę 
w fizyce statystycznej zarówno klasycznej, jak i kwantowej. Suma permutowalności to  
J = (λ+n–1)!/((n–1)!λ!) (Boltzmann 1877/1909b, s. 181) ma taką samą postać jak ΔW 
Landégo (zob. wzór podany na poprzedniej stronie). Planck (1906, s. 152) określał ją 

https://services.phaidra.univie.ac.at/api/object/o:63651/diss/Content/get
http://www.fisicafundamental.net/relicario/doc/planck1.pdf
https://archive.org/download/vorlesungenberd04plangoog/vorlesungenberd04plangoog.pdf
https://services.phaidra.univie.ac.at/api/object/o:63651/diss/Content/get
https://archive.org/download/vorlesungenberd04plangoog/vorlesungenberd04plangoog.pdf
https://books.google.pl/books?id=8tUVMSsC9wAC
https://downloads.hindawi.com/archive/2016/9137926.pdf
https://services.phaidra.univie.ac.at/api/object/o:63651/diss/Content/get
https://services.phaidra.univie.ac.at/api/object/o:63651/diss/Content/get
https://archive.org/download/vorlesungenberd04plangoog/vorlesungenberd04plangoog.pdf
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w
p A p A p A  (Landé 1925a, s. 574, wzór 8),

gdzie pj i pjΔA – prawdopodobieństwo znalezienia j-kwantów światła 
w komórce ΔA i liczba nieodróżnialnych kwantów światła w komór-
kach j = 0,1, 2, ….

W kolejnym kroku Landé przyjął dwa elementarne założenia dla 
liczb obłożenia, znane co najmniej od Boltzmanna (1877/1909, ss. 175– 
–176, wzory 1 i 2, s. 205), zob. Landé 1925a, s. 575, wzór 9:

 1j
j

p ,  Δ 
Δj j

j

Ep ε
A

i wykorzystał znany, elementarny warunek, by log Δw osiągał maksi-
mum. W konsekwencji wyznaczył wartość:

  εβj
jp Be  (Landé 1925a, s. 575, wzór 10).

Dodatkowo, ponieważ:

 j
j

p  1,   εβ1B e ,

 ( )εβ εβ1 j
jp e e    (Landé 1925a, s. 575, wzór 10’).

Stąd średnia energia ū na komórkę wynosi:

Δ
Δ 1j j εβ

j

E εu ε p
A e

  
   (Landé 1925a, s. 575, wzór 11).

Z uwagi na wzór 3, β=1/kT i stąd Landé otrzymał ostatecznie:

 ( )/kT /kT1 ε jε
jp e e    (Landé 1925a, s. 575, wzór 10’’).

Dla granicznego przypadku ε kT , Landé otrzymał ostatecznie:

 /kT

kT
jε

j
εp e  (Landé 1925a, s. 575),

a po wstawieniu ū = kT:
/ jε u

j
εp e
u

  (Landé 1925a, s. 575, wzór 12).

mianem Wahrscheinlichkeit (prawdopobieństwo) i oznaczał symbolem W; natomiast we-
dług Boltzmanna W = Π/J. Wiedział o tych kwestiach Natanson (1911a, ss. 136–138; 
1911c, s. 660–661); zob. też przyp. 20 (poniżej) i Darrigol 1991, szczególnie ss. 244–250;  
257; 293. 

https://services.phaidra.univie.ac.at/api/object/o:63651/diss/Content/get
https://www.jstor.org/stable/27757664
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Landé uważał dodatkowo, że każdy kwant światła należy traktować 
jako falę i przypisać jej nie tylko polaryzację i amplitudę ( ε ), ale także 
fazę (φ): iφε e  oraz jako wielkość wektorową (a nie skalarną), skutkiem 
czego superpozycja kwantów światła jest składaniem wektorów (Lan-
dé 1925a, ss. 575–577). Ponadto zdaniem Landé’go analogiczny efekt 
„interferencji lub superpozycji molekuł” istnieje także w teorii gazów 
Einsteina (Landé 1925a, ss. 577–578).13 

3. Zapomniany list z Archive for the History  
of  Quantum Physics, 1898–1950.

W Archive for the History of  Quantum Physics, 1898–1950, przecho-
wywanym w American Philosophical Society Library (Philadelphia,  
PA, USA), znajduje się zapomniany przez historyków fizyki list Włady-
sława Natansona do Alfreda Landé, wysłany 14 listopada 1925 r. z Kra-
kowa do Tybingi (jest on umieszczony w “Volume reel 4: reel-frame 
19, Call Number Mss.530.1.Ar2”). 

Natanson skierował napisany po niemiecku list do Landégo po lek-
turze jego artykułu z sierpnia 1925 r. (Landé 1925a), który dotarł do 
Krakowa dopiero w listopadzie 1925 r.:

a) odniósł się w nim do głoszonych przez Landégo tez;
b) przypomniał fakt, że w marcu 1911 roku opublikował po angiel-

sku artykuł w Biulletin International de l’Academie des Sciences de Cracovie. 
Classe des Sciences Mathématiques et Naturelles Série A; Sciences Mathématiques  
(ss. 134–148 = Natanson 1911a),14 a w sierpniu 1911 r. jego niemieckie 
tłumaczenie „Über die statistische Theorie der Strahlung” w Physikali-
schen Zeitschrift wydawanym w Lipsku (tom XII, ss. 659–666 = Natanson 
1911c), w  którym szczegółowo analizował kwestię nieodróżnialno-
ści kwantów w wyprowadzeniu prawa Plancka i omawiał te same lub 

13  Landé powtórzył te same rozważania także w monografii Die neuere Entwicklung 
der Quantentheorie (1926b, ss. 13–19). Powrót Landégo do interpretacji falowej (wekto-
rowej superpozycji kwantów) w wyprowadzeniu prawa Plancka wzbudził zaintereso-
wanie Erwina Schrödingera – zob. dwa listy z 28 października 1925 r. i 16 listopada  
1925: Schrödinger 1925a (dok. arch.); 1925c (dok. arch.) i przypis 15 (poniżej).

14  Artykuł ten ma polsko-angielski tytuł „O teoryi statystycznej promieniowania. – 
On the Statistical Theory of  Radiation”, chociaż były to jedyne polskie słowa w całym 
artykule napisanym w języku angielskim.

https://repository.aip.org/islandora/object/nbla%3A6669/datastream/PDF/view
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analogiczne przykłady jak zrobił to Landé, wskazując odpowiednie stro-
ny z artykułu w wersji angielskiej (Natanson 1911a)15.

Ponadto zdaniem Natansona oryginalnym pomysłem Landégo 
była idea losowej wektorowej superpozycji kwantów światła, ale po-
mysł ten należy jeszcze rozwinąć w oparciu o prace Lorda Rayleigha 
(1871/1899a; 1880/1899b; 1884, § 42a; 1888/1902; 1899/1903).16

Natanson w liście tym dodał jeszcze dwa ważne komentarze, pierw-
szy dotyczący problemem pierwszeństwa – Natanson uważał to za try-
wialny problem, któremu nie warto poświęcać czasu, i drugi dotyczący 
rozumienia idei nieodróżnialności cząstek kwantowych – zdaniem Na-
tansona czytelnicy jego artykułu nie zrozumieli luki w probabalistycz-
nym podejściu Plancka17.

15  Polski przekład zob. Dodatek 2; niemiecki oryginał listu, jego transkrypcję oraz 
angielskie tłumaczenie zob. Kokowski 2021, Appendix 2.

16  Inne uwagi krytyczne formułował pod adresem tej idei Erwin Schrödinger 
w liście z 3 listopada 1925 r. do Alberta Einsteina (zob. Schrödinger 1925b (dok. arch) 
orginał (s. 182), ang. tłumaczenie ang. (s. 121); Einstein 2018, doc. 101, ss. 182–183; 
Mehra, Rechenberg 1987, s. 418) i 16 listopada 1925 r. do Landego (zob. Raman, 
Forman 1969, s. 313).

Schrödinger, Erwin 1925b (dok. arch) orginał (s. 182), tłumaczenie ang. (s. 121): “Cur-
rently I am exchanging letters with Landé about his quantum interferences (Zeitschrift] 
f[ür] Phys[ik], 33, p. 571) (= Lande 1925). The idea seems to me to be very interesting 
but not properly thought through. How is Planck’s (instead of  Wien’s) radiation law 
supposed to result if  the individual quanta are distributed throughout the cells, as if  
they did the interference independently and only retroactively, inside their cells, but 
only such that the mean energy of  a larger number of  cells, each containing j quanta 
(of  the same kind), is not altered by the interference? Landé’s response is: Well, it is not 
the energy that is altered, but the entropy it is supposed to be judged from the result-
ing content of  the individual cells. Very well. But the entropy here only plays the role 
of  a measure of  probability. Consequently, if  the probability is supposed to be judged 
from the resulting cell content, well, then the quanta will not be distributed quasi inde-
pendently throughout the cells and the whole advantage of  L’s conceptual approach, 
which, of  course, is supposed to be an explanation for the strange preference of  quanta 
to “squat together,” […] seems to me to be lost. – Two other objections are aimed at 
the faulty application of  the formulas (which only apply with large numbers) to very 
small numbers, and are less meaningful in principle than the first objection, if  it is valid.”

Einstein po raz pierwszy użył wyrażeń „Boseschen Statistik” („statystyka Bosego”) 
i „klassischen Statistik” („klasyczna statystyka”) w liście do Schrödingera z 28 lutego 
1925 r. – zob. Einstein, Albert 1925 (dok. arch.) – niem. oryg. (Einstein 2015a, Doc. 446); 
ang. przekład (2015b, Doc. 446); fakt ten odnotowała Daniela Monaldi (2019, s. 328).

17  Natanson miał rację w kwestii nieodróżnialności cząstek kwantowych, gdyż 
przyjęto ją traktować na gruncie mechaniki kwantowej jako niewyjaśnialny dalej po-

https://archive.org/details/scientificpaper01raylgoog
https://archive.org/details/scientificpaper01raylgoog/page/n516/mode/2up
https://archive.org/details/scientificpapers03rayliala/page/52/mode/2up
https://archive.org/details/cu31924073426888/page/n391/mode/2up
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.21.014.14045
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol15-doc/293
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol15-trans/154
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol15-doc/293
https://books.google.pl/books?id=-pL56OcVubgC&pg=PA418
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol15-doc/293
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol15-trans/155
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol14-doc/779
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol14-trans/468
https://doi.org/10.1002/bewi.201900015
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4. Komentarz z perspektywy metodologii historii fizyki

W wspomnianych powyżej artykułach Landé analizował model Bose-
go, a Natanson model Plancka;18 natomiast w liście skierowanym do 
Landégo Natanson zwrócił uwagę, że własności kombinatoryczne 
i termodynamiczne modelu Bosego, włącznie z wyjaśnieniem zagad-
nienia nieodróżnialności kwantów światła, zostały już wcześniej rozpozna-
ne w modelu Plancka, co zrobił właśnie Natanson w swoim artykule 
(1911a/1911c), w którym pokazał, że możemy wyprowadzić rozkład 
Plancka energii promieniowania ciała doskonale czarnego:

jeśli przyjmiemy za pewnik, że w procesie oszacowania 
prawdopodobieństw nośniki energii można traktować 
jako rozróżnialne i że jednostki energii, będąc pod każ-
dym względem dokładnie takie same, nie mogą być trak-
towane w ten sposób (tłum. – M.K.).

unless we take for granted that, in the process of  estimat-
ing probabilities, the receptacles of  energy can be treated 

stulat – zob. np. Dirac 1926, ss. 662, 667–673; 1927, s. 12; 1930, ss. 198, 201, 208, 
219–220; Heinsenberg 1926, ss. 422–424; 1927; Wigner 1927a; 1927b; Pauli 1940, 
s. 718. W wspomnianym artykule Dirac (1926, s. 673), jego autor błędnie wyprowa-
dził wzór na rozkład energii molekuł: wzór różnił się znakiem od obowiązującego na 
gruncie teorii Bosego-Einsteina, opartej na statystyce Bosego-Einsteina, którą Dirac 
określał mianem teorii Einsteina-Bosego; błąd ten powielili później G.E. Uhlenbeck 
i P. Ehrenfest 1926 (dok. arch.), co zauważył Einstein 1926 (dok. arch.)).

Zob. też: Sudarshan, Mehra 1970 (o klasycznej machanice statystycznej identycz-
nych cząstek i  kwantowych efektach); Mehra, Rechenberg 1982/2001 (o związku 
symetrii funkcji falowej i kwantowymi statystykami), ss. 757–768 (wyjaśnienie błędu 
Diraca: ss. 765–766); Mehra 2001, ss. 622–633 (wyjaśnienie błędu Diraca: ss. 632–633); 
Fraassen 1998, szczególnie ss. 75–76 (postulat niezmienniczości permutacji), ss. 79–82 
(tożsamość bozonów); ss. 82–86 (teoretyczna unifikacja różnych statystyk); ss. 86–88 
(kauzalność i korelacje). 

Obecnie badacze dostrzegają ograniczenia przyjętego poglądu na temat identycz-
nych czątek w mechanice kwantowej – zob. np. Dieks 2020; Spałek 2020. Fakt ten nie 
jest jednak zaskakujący w świetle istnienia obszarów granicznych teorii określonych 
przez granicę parametru korespondującego w kotekście hipotetyczno-dedukcyjnej me-
tody myślenia korespondującego (Kokowskiego).

18  W sensie epistemologicznym każdy matematyczno-fizyczny model jest matema-
tyczno-fizyczną teorią. Zwyczajowo jednak w fizyce termin „model” rezerwowany jest 
do nierozbudowanych teorii – zob. Bailer-Jones 2009, ss. 1–46; 81–105.

https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rspa.1926.0133
http://hermes.ffn.ub.es/luisnavarro/nuevo_maletin/Dirac_QED_1927.pdf
https://www.academia.edu/6628871/Mehrk%C3%B6rperproblem_und_Resonanz_in_der_Quantenmechanik
http://hermes.ffn.ub.es/luisnavarro/nuevo_maletin/Pauli_spin_statistics_1940.pdf
https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rspa.1926.0133
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol15-doc/753
https://doi.org/10.2307/j.ctv173f1xr.10
http://philsci-archive.pitt.edu/18684/1/AgainstRV.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.20.013.12569
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as distinguishable and that the energy-units, being in all re-
spects precisely alike, cannot be so treated (Natanson 1911a, 
s. 139).19

wenn wir voraussetzen, daβ bei dem Prozeβ der Wahr-
scheinlichkeitsberechnung die Energiehalter als identifi- 
zierbar behandelt werden können, und daβ die Energie-
einheiten, die in  jeder Hinsicht volkommen gleich sind, 
nicht als identifizierbar behandelt werden können (Natan-
son 1911c, s. 602).20 

19  Klaus Hentschel (2018, s. 2012), który – niezgodnie ze stanem faktycznym – 
uważał, że artykuł Natansona w Biulletin International de L’Academie des Sciences de Cra-
covie ukazał się w języku polskim (a faktycznie ukazał się w języku angielskim), podał 
własne angielskie tłumaczenie tego cytatu z niemieckiej wersji artykułu Natansona:  
„if  during the process of  calculating the probability we presume that it is possible 
to treat the receptacles of  energy as identifiable and that it  is not possible to treat 
the units of  energy, which are the same in every respect, as identifiable” (Hentschel 
2018, s. 82). 

20  Według autora artykułu nie ulega wątpliwości, że Natanson przed Ehrenfestem 
zrozumiał zasadę nieodróżnialności „elementów energii” (rozumianych jako rachunko-
we fikcje czy byty empiryczne – zob. Dodatek 3. Świadczą o tym: a) artykuł Natansona 
w wersji angielskiej (odczytany na posiedzeniu Wydziału 6 marca 1911 r.; opubliko-
wany około 10 kwietnia 1911) i w wersji niemieckiej (otrzymany: 29 kwietnia 1911; 
opublikowany: 15 sierpnia 1911); b) notatki Ehrenfesta od wiosny 1911 r. (przeoczył 
to spostrzeżenie Navarro, Pérez 2004, ss. 118–124). 

Ehrenfest znał pracę Natansona: sam Ehrenfest wypowiadał się o niej w liście  
z 16 października 1911 r. do Sommerfelda (zob. Kokowski 2019, ss. 370–371,  
przyp. 66); cytował ją w swoich artykułach uczeń Ehrenfesta G. Krutkow (1914a; 
1914b), cytował te prace Krutkowa także sam Ehrenfest (Ehrenfest 1911; 1925 / 
2016, s. 3, przyp. 6; Ehrenfest, Kamerlingh-Onnes 1915a/1915b) i polecał je innym 
fizykom: dowiedział się o nich w ten sposób np. Hendrik Antoon Lorentz – zob. Ko-
kowski 2019, ss. 372–374, przyp. 69–74. Tym niemniej Ehrenfest – co jest naganne – 
konsekwentnie pomijał w swoich publikacjach artykuły Natansona (Ehrenfest 1911; 
Ehrenfest, Kamerlingh-Onnes 1915a/1915b; Ehrenfest 1925 / 2016, s. 3, przyp. 6), 
choć są one od nich zależne. 

Planck, podczas I Kongresu Solvaya, który odbywał się w Brukseli w dniach od  
30 października do 3 listopada w 1911 r., (Planck 1912, s. 104 / 1958, t. 2, s. 277) 
odniósł się pozytywnie do wskazanego przez Natansona istnienia dwuznaczności roz-
kładu elementów energii i dlatego zmienił wyprowadzenie wzoru na rozkład energii: 
„This calculation is completely unambigous, and nothing is left of  the indetermination 
recently pointed out by L. Natanson” (cytowane przez: Darrigol 1991, s. 254). Powo-
dem takiego wniosku Plancka była jego wiara w definicję kompleksji (complexions) 

https://www.researchgate.net/profile/Enric_Perez/publication/226763445_Paul_Ehrenfest_on_the_Necessity_of_Quanta_1911_Discontinuity_Quantization_Corpuscularity_and_Adiabatic_Invariance/links/551027450cf2a7335e847c53/
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
https://zenodo.org/record/1424215#.XQPIRMTVKUk
http://philsci-archive.pitt.edu/13003/1/Ehrenfest1925_translation.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
http://philsci-archive.pitt.edu/13003/1/Ehrenfest1925_translation.pdf
https://www.jstor.org/stable/27757664
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Trzeba tu wyraźnie zaznaczyć trzy kwestie: 
1) W analizach prawa Plancka Natanson podążał śladem Boltz- 

manna.21

Boltzmanna, która miała usunąć tę dwuznaczność (por. Darrigol 1988, s. 52). Dodam, 
że Planck nie miał racji: nowe wyprowadzenie dalej było ułomne (por. Darrigol 1991, 
ss. 253–254).

Albert Einstein ani nie cytował publikacji Natansona, ani nie dyskutował ich w swo-
jej korespondencji – zob. Einstein 1916; 1917; 1924; 1925; 1930; Einstein, Ehrenfest 
1923; Einstein 1987–2018; Pérez, Sauer 2010. Tym niemniej Einstein miał co najmniej 
dwukrotnie okazję natknąć się na tę publikację Natansona: po raz pierwszy podczas 
lub po I Kongresie Solvaya w 1911 r., gdyż cytował ją Planck 1912, s. 104, fn. 1 –  
zob. Kokowski 2019, s. 372; po raz drugi z lektury, wspomnianego w liście Otto Hal-
perna do Einsteina z 26 sierpnia 1924 r. (Halpern 1924 (dok. arch.)), artykułu Krutkova 
(1914a), krytykującego wyprowadzenie prawa promieniowania Plancka z założenia 
Bosego o niezależności kwantów światła i cytującego artykuły Natansona (1911c)  
i Ehrenfesta (1911) – zob. Kokowski 2019, s. 378, przyp. 86.

21  Natanson (1911a, ss. 134–138; 1911c, ss. 659–661; 1913, ss. 54–61) wzorem 
Boltzmanna (1868; 1877) przedstawił opisy analizy konfiguracji układu statystycznego. 
Szczegółowo i wieloaspektowo wyjaśnił związane z tym kwestie Alexander Bach w wie-
lu ważnych publikacjach – zob. Bach, Blank, Francke 1985; Bach 1985; 1987; 1988a; 
1988b; 1990a; 1990b; 1990c; 1991; 1997, ss. 137–139; zob. też Enders 2016, ss. 2–3.

Puktem wyjścia jest odróżnienie trzech poziomów analizy układu statystycznego.
Podstawowy opis określają zmienne losowe konfiguracji: układ złożony z N ato-

mów obdarzonych elementami / jednostkami energii; konkretny atom obdarzony jest 
konkretnymi elementami/jednostkami energii (Natansonowskie „rozmieszczenie ener-
gii” / „mode of  association”). 

Drugi poziom określają liczby zajętości („occupation numbers”) zmiennych loso-
wych: liczby elementów / jednostek energii w poszczególnych (ponumerowanych) 
atomach: to Natansonowski „rozkład energii” / „mode of  collocation”, „Anordnun-
gsart”; jeden więz (równanie warunkowe) na całkowitą liczbę jednostek energii. 

Trzeci poziom opisu określają liczby obłożenia („occupancy numbers”) zmiennych 
losowych: liczby atomów, które posiadają kolejne liczby elementów/jednostek energii 
(0, 1, 2, …); to Natansonowski „rozdział energii”, „mode of  distribution”, „Verteilun-
gsart” z dwoma więzami (równaniami warunkowymi) na liczbę atomów i na całkowitą 
liczbę elementów/jednostek energii.

Dla przypadku, gdy umiemy odróżnić indywidualne atomy, a nie umiemy odróż-
nić jednostek energii prawdopodobieństwo rozdziału (zależnego od liczb obłożenia) 
określa miara prawdopodobieństwa Boltzmanna P=[(N-1)!n!N!]/[(N+n-1)!N0!N1!…
Np!)], natomiast dla przypadku, gdy umiemy odróżnić zarówno indywidualne ato- 
my, jak i jednostki energii miara P = [N!n!]/[Nn N0!N1!…Np! 0!N0 1! N1 … p! Np]. Uza-
sadnieniem wyboru miary Boltzmanna jest jej związek z entropią (Natanson 1911a,  
ss. 134–138; 1911c, ss. 659–661; 1913, ss. 54–61). 

https://www.jstor.org/stable/27757616
https://www.jstor.org/stable/27757664
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/
https://arxiv.org/pdf/1004.5567.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
https://zenodo.org/record/1424215#.XQPIRMTVKUk
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/pmf/pmf24/pmf2411.pdf
https://www.jstor.org/stable/41133876
https://downloads.hindawi.com/archive/2016/9137926.pdf
http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/pmf/pmf24/pmf2411.pdf
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2) W artykule z 1911 r. Natanson nie mówił o kwantach światła 
(„Lichtquanta”) – to termin wprowadzony w 1905 r. przez Einsteina,22 
lecz o elementach energii („energy-units”, „Energieelemente”) – to ter-
min wprowadzony w 1900 r. do analizy prawa promieniowania światła 
przez Plancka w nawiązaniu do Boltzmanna (1872);23 Natanson pier-
wotnie nie określił statusu ontycznego elementów energii; z nawiązania 
przez Natansona do Boltzmanna (1872, s. 275 / 1909a s. 316) można 
było jednak sądzić, iż były one fikcjami matematycznymi; w później-
szych jednak publikacjach z lat 1911–1924 Natanson szczegółowo wy-
jaśnił, że nie są one fikcjami matematycznymi, choć czasami wyrażał 
pewne wątpliwości co do tego rozstrzygnięcia – zob. Dodatek 3; 

3) w liście do Landégo z 14 listopada 1925 r. Natanson poruszył 
nowy wątek: wskazał korespondujące elementy tych modeli: „komór-
ka przestrzeni fazowej” to odpowienik „nośnika energii” („receptacle 
of  energy”, „Energiehälter”), a „element energii” / „jednostka energii”, 
utożsamiona zostaje z jednostką materialną posiadającą dyskretne war-
tości energii24 – kwantem światła.25 

22  Zob. Einstein 1905; Wikipedia 2021. 
23  Planck 1900, s. 239: “The distribution of  energy over each type of  resonator 

must now be considered, first, the distribution of  the energy E over the N resonators 
with frequency ν. If  E is regarded as infinitely divisible, an infinite number of  differ-
ent distributions is possible. We, however, consider – and this is the essential point –  
E to be composed of  a determinate number of  equal finite parts and employ in their 
determination the natural constant h= 6.55 x 10-27 erg sec. This constant, multi- 
plied by the frequency, ν, of  the resonator yields the energy element ε in ergs, and 
dividing E by hν, we obtain the number P, of  energy elements to be distributed over 
the N resonators” (cyt. za: Kuhn 1978, ss. 104–105).

24  Zdaniem Saundersa (2020, s. 48) Natansonowskie elementy energii są jedynie 
matematycznymi fikcjami i nigdzie ich nie utożsamił z kwantami: „He nowhere explic-
itly identified his energy-units as light quanta. They were abstract from the beginning 
(he did not so much as mention the concept of  frequency)”. To błędne tezy. Natanson 
nie wypowiedział się na ten temat w swoich syntetycznie napisanych artykułach o teorii 
promieniowania Plancka (1911a/1919c), ale obszernie wyjaśnił te kwestie w innych 
swoich publikacjach – zob. Dodatek 3.

25  Dotychczasowi badacze, nieznając listu Natansona do Landégo, dokonywali 
niezależnych interpretacji związków łączących rozważania Natansona i Bosego, tzn. 
statystykę Boltzmanna-Plancka-Natansona ze statystyką Bosego. Wśród nich wymienić 
można tu analizy dokonane przez takich badaczy jak: Artur Kastler (1983, s. 616); John 
Stachel (2000 / 2002, ss. 438–439); Silvio Bergia (1987, s. 344); Jagdish Mehra i Helmut 
Rechenberg (2001, s. 559); Daniela Monaldi (2009, 2019); Simon Saunders (2020, s. 49) 

https://services.phaidra.univie.ac.at/api/object/o:63647/diss/Content/get
http://www.physik.uni-augsburg.de/annalen/history/einstein-papers/1905_17_132-148.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum
https://books.google.pl/books?id=8tUVMSsC9wAC&pg=PA559
https://pdf.sciencedirectassets.com/271767/1-s2.0-S1355219820X00049/1-s2.0-S1355219819300541/main.pdf
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Bose i Einstein w latach 1924–1925 przeoczyli zagadnienie nieodróż-
nialności obiektów kwantowych, gdyż nie rozumieli wtedy subtelności rozwa-
żań Natansona z 1911 r.26

Jednak wbrew tezie Friedricha Hunda z 1967 r.27 Natanson nigdy nie 
głosił, że „sformułował statystykę Bosego kwantów światła przed Bo-
se”,28 gdyż nie podał w 1911 r. kwantowego wyprowadzenia gęstości 
stanów energii, które przedstawił dopiero Bose w 1924 r.29 i w latach 
1911–1923 miał pewne wątpliwości co do realności kwantów światła, 
które jednak w latach 1924–1925 znacznie ograniczył (zob. Dodatek 3). 

Trafna jest natomiast nadal teza, iż Natanson jako pierwszy twier-
dził, że aby wyprowadzić prawo Plancka należy przyjąć zasadę nieodróż-
nialności obiektów kwantowych (faktycznie jednostek energii, elementów 
energii albo kwantów światła, zob. Dodatek 3). Głosili tę tezę w tej 
czy innej formie m.in. Max Jammer (1966, s. 51), Friedrich Hund 
(1967/1974; 1975; 1980) oraz Artur Kestler (1983) i inni30. 

5. Zapomniany list od Alfreda Landégo  
do Władysława Natansona

W tomie 10 korespondencji Władysława Natansona zgromadzonej 
w Bibliotece Jagiellońskiej i ss.nej online znajduje się przeoczony dotąd 
przez historyków fizyki list Alfreda Landégo do Władysława Natanso-
na, wysłany 18 listopada 1925 r. z Tybingi do Krakowa i będący odpo-
wiedzią na list Natansona z 14 listopada 1925 r. 

W tym napisanym po niemiecku liście Landé: a) podkreślił, że nie-
stety nie znał wcześniej artykułu Natansona z 1911 r. (mimo iż artykuł 

oraz Alexander Bach (zob. prace wskazane w przyp. 16). Interpretacje te są krytycznie 
omówione w Dodatku 5.

26  Por. Kojevnikov 2002, ss. 201–202; Pérez, Sauer 2010, ss. 12–16; Kokowski 
2019, s. 381.

27  Por. Friedrich Hund (1967, ss. 25–26, 134, 153–154; (tłum. ang.) 1974, ss. 30, 
145; (tłum. ros.) 1980, ss. 26, 123): “Die Abzählung, die Natanson verdeutlicht hat, ist 
genau die, die Bose später auf  Lichtquanten anwandte und die man jetzt Bose-Statistik 
nennt” (Hund 1967, s. 26); “This method of  counting events, that Natanson made, 
is exactly the one, which Bose later made for light quanta, and is now called Bose 
statistics” (Hund 1974, s. 30) – cytowane w: Kokowski 2019, s. 348. 

28  Autor artykułu przez statystykę rozumie tutaj model statystyczny zjawisk.
29  Por. Kokowski 2019, ss. 395–396.
30  Zob. Kokowski 2019, ss. 348–357.

https://archive.org/details/conceptualdevelo0000jamm
https://www.researchgate.net/profile/Alexei_Kojevnikov/publication/241603110_Einstein's_Fluctuation_Formula_and_the_Wave-Particle_Duality/links/5e4a1c74a6fdccd965ac3e66/Einsteins-Fluctuation-Formula-and-the-Wave-Particle-Duality.pdf
https://arxiv.org/pdf/1004.5567.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
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był opublikowany po angielsku w Biulletin International de l’Academie des 
Sciences de Cracovie… i po niemiecku w Physikalischen Zeitschrift – M.K.), 
b) wyraził uznanie dla fundamentalnych dokonań Natansona ujaw-
niających – jak to ujął – dwuznaczność teorii Plancka niezauważoną  
przez setki innych fizyków teoretyków oraz c) złożył obietnicę, że bę-
dzie cytował artykuł Natansona przy nadarzającej się okazji. 

Poniżej podaję treść tego listu w polskim przekładzie:

Tybinga, 18 listopada 1925 r.
Drogi Panie Kolego!
Bardzo dziękuję za list i wzmiankę o Pańskich świetnych badaniach 

z 1911 r. Jestem właśnie po lekturze Pańskiego opracowania i szczerze 
żałuję, że nie było mi wcześniej znana. 

Pańskie jasne i dogłębnie krytyczne oraz przemyślane rozważania 
mają fundamentalne znaczenie dla każdego teoretyka kwantowego  
i jest to doprawdy dziwne, że żaden z setek naszych teoretyków poza 
Panem nie natknął się jeszcze na dwuznaczność teorii Plancka.

Z tego powodu z wielką chęcią wykorzystam najbliższą okazję, aby 
wspominieć o Pańskiej ważnej i fundamentalnej pracy. Prześlę Panu 
w tym samym czasie przedruki.

Z wyrazami głębokiego szacunku, szczerze Panu oddany,
A. Landé31

6. Artykuł Gerlacha i Landégo (1926)  
oraz monografia Landégo (1926, II wyd.)

27 stycznia 1926 r. Walther Gerlach i Alfred Landé przesłali do Zeit-
schrift für Physik artykuł pt. „Ein Experiment über Kohärenzfähigkeit 
von Licht”, który ukazał się już w marcu 1926 r. (vol. 34, ss. 169–173). 
W artykule tym autorzy wspomnieli artykuł Natansona z 1911 r. w na-
stępującym kontekście:

Z punktu widzenia najbardziej rygorystycznej teorii 
kwantowej światła, interferencji nie można w ogóle zro-
zumieć1). Jednak prawo Plancka promieniowania w podobszarze 

31  Niemiecki oryginał listu, transkrypcja listu oraz angielski przekład – zob. Ko-
kowski 2021, Appendix 3. 

https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.21.014.14045
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Rayleigha-Jeansa już prowadzi do odrzucenia rygorystycznej kon-
cepcji kwantowego światła2). Jednak złagodzenie teorii kwan-
towej światła dostarcza tu rady, a mianowicie wymóg, aby 
kwanty światło należące do tej samej wiązki elementarnej 
nie łączyły swoich energii addytywnie, ale raczej składały 
się3) po przypisaniu im faz po polaryzacji. Jednak przy tym 
dodatkowym założeniu zjawiska interferencji nie są jeszcze 
wystarczające; ponieważ części wiązki światła mogą rów-
nież interferować, jeśli wiązka światła jest tak fioletowa lub 
tak słaba, że należy do zakresu widmowego Wiena. W tym 
drugim przypadku jednak większość elementarnych wią-
zek kwantów światła jest pustych i tylko w wyjątkowych 
przypadkach wiązka przenosi pojedynczy kwant światła, 
a obłożenie kilkoma kwantami światła jest całkowicie po-
mijalne. Zdolność światła Wiena do interferencji wymaga 
zatem superpozycji ułamków kwantu światła” 32 (tłuma-
czenie, kursywa – M.K.).
1)  Por. np. Landé 1926b, przyp. 2, s. 322. 
2)  Natanson 1911c. 
3)  Landé 1925.

W taki sam bardzo zwięzły sposób Landé zacytował pracę Natansona 
jeszcze w jednej swojej publikacji – w Bibliografii II wydania monografii 
Die neuere Entwicklung der Quantentheorie (1926b, s. 169, no. 45).

Tak więc Landé zrealizował złożoną obietnicę Natansonowi w liście 
18 listopada 1925 r., ale zrobił to w bardzo zdawkowy i enigmatyczny 
sposób, znacznie odbiegający od treści listu wysłanego do Natansona.33 

7. Konkluzje
W artykule tym udało się ustalić następujące niezbite ważne fakty:

a)	 w 1926 r. znani fizycy Walther Gerlach i Alfred Landé wspomnieli 
co najmniej dwukrotnie w ich publikacjach dotyczących włas-
ności światła artykuł Natansona z 1911 r. (w wersji niemieckiej: 
1911c);

32  Niemiecki oryginał zob. Gerlach, Lande 1926, p. 170 i Kokowski 2021.
33  Autorowi artykułu nie są znane żadne dokumenty archiwalne, które wyjaśniłyby 

powód takiej decyzji i nie wdaje się w spekulacje na ten temat.

https://repository.aip.org/islandora/object/nbla%3A6669/datastream/PDF/view
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.21.014.14045
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b)	 stało się tak na skutek wymiany między Natansonem a Landé 
dwóch listów w języku niemieckim z 14 listopada 1925 r. i 18 lis-
topada 1925 r. (po raz pierwszy tu opublikowanych wraz z prze-
kładami na język angielski i język polski). 

Jak wskazał Natanson w przesłanym liście z 14 listopada 1925 r., 
wyprowadzenie przez Landégo rozkładu Plancka, jest analogiczne do 
sposobu, który w 1911 r. przedstawił Natanson (oparte na podejściu 
Boltzmanna: użyciu liczby obłożenia zmiennych losowych konfiguracji 
układu statystycznego złożonego z N atomów obdarzonych elementa-
mi / jednostkami energii).

Mimo iż w 1926 r. artykuł Natansona z 1911 r. (w wersji niemiec-
kiej) został dwukrotnie zacytowany przez Walthera Gerlacha i Alfreda 
Landégo nie wzbudził – według mojej dotychczasowej wiedzy – jed-
nak zainteresowania w publikacjach naukowych i został zapomniany aż do 
ukazania się trzech monografii z historii fizyki: Edmunda Taylora Whi-
thakera (1953), Maxa Jammera (1966, s. 51) oraz szczególnie Friedricha 
Hunda (1967/1974, 1975, 1980).34

34  Zob. odpowiednio Kokowski 2019, ss. 399–400 (o Whithakerze) i ss. 346–347 
(o Hundzie). W artykule tym przeoczono uwagi Jammera na temat Natansona. Według 
Jammera jednocześnie dwóch badaczy Ehrenfest (1911) i Natanson (1911a / 1911c) 
niezależnie dostrzegło, że hipoteza nieodziaływujących kwantów Einsteina nie pro-
wadzi do prawa promieniowania Plancka, lecz do prawa Wiena. Jammer jako pierwszy 
streścił na czym polegało podejście kombinatoryczne Natansona: 

“In his analysis of  the precise assumptions underlying Planck’s combinatorial pro-
cedure in which P energy elements ε were distributed among N «receptacles of  ener-
gy» so that Nj receptacles each contain j energy elements, subject to the restrictions  
Σ Nj = N and Σ jNj = P, Natanson called the correlation of  jε with Nj, that is, sorting 
the receptacles according to their energy content and specifying the number of  recep-
tacles which have equal energy content, a «mode of  distribution,» in setting up a «mode 
of  distribution,» Natanson emphasized, no account is taken of  a possible «identifiability» 
or distinguishability, as we would say today, of  receptacles or of  energy elements. How-
ever, as soon as the former are regarded as individually identifiable, every given «mode 
of  distribution» ramifies into a number of  «modes of  collocation» which specifies the 
number of  energy elements in each individual receptacle. Finally, if  the energy elements 
are also considered as identifiable, each «mode of  collocation» splits into a number 
of  «modes of  association» which associates individual energy elements with individual 
receptacles. Natanson then pointed out that the thermodynamic probability of  a given 
«mode of  distribution» depends notably on whether all “modes of  association» or all 
«modes of  collocation» are regarded as equally probable, and he showed that Planck, 
in contrast to Einstein, adopted the latter alternative” (Jammer 1966, s. 51).

https://archive.org/details/conceptualdevelo0000jamm
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
https://archive.org/details/conceptualdevelo0000jamm
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Dodatek 1.  
Wprowadzenie metodologiczno-socjologiczne

Każda teoria matematyczno-fizyczna tworzona jest zbiorowym wysił-
kiem społeczności naukowej w wyniku złożonych interakcji dotyczą-
cych analizy zagadnień matematyczno-fizycznych, sztuki prowadzenia 
badań naukowych, stylów naukowych i stylów myślenia (Fleck, Crom-
bie) oraz sztuki argumentacji, m.in. stylów rozumowań (Hacking), i sztu-
ki perswazji. 

Interakcje te doprowadziły do wyłonienia się już w czasach sta-
rożytnych ogólnej metody nauk ścisłych, która w terminologii auto-
ra artykułu określana jest mianem hipotetyczno-dedukcyjnej metody myślenia 
korespondencyjnego.35 Stosowanie tej metody określa styl matematyczno- 
-fizyczny badań naukowych wraz ze stylem myślenia i stylem rozumowań. 

Dzięki stosowaniu tej metody tworzone są matematyczno-fizycz-
ne teorie zjawisk. Postulowane teorie są tak konstruowane, by być we-
wnętrznie spójne i by „zachowywać zjawiska”, tzn. by predykcje teorii 
były zgodne z pomiarami empirycznymi.36 W toku rozwoju nauki teo-
rie są stale przekształcane i uogólniane (manifestują się tu mechanizmy 
ewolucyjno-rewolucyjne), zachowując w ten sposób pamięć o wcześniej-
szych teoriach (ich składowych teoretyczno-empirycznych). 

W powtarzającym się stale w dziejach nauk matematyczno-fizycz-
nych procesie reinterpretacji i uogólniania istniejących teorii ważną  
rolę pełnią: 

a)	 parametr korespondencyjny, 
b)	 postulat korespondencji teorii, 

Jammer sformułował mocną konkluzję: “It was in Natanson’s analysis of  Planck’s sta-
tistical procedure that the problem of  the distinguishability of  elementary entities was raised for the 
first time” (tamże; kursywa – M.K.). 

Max Jammer (1966) mylił się jednak co do jednoczesności osiągnięć Ehrenfesta 
i Natansona, pierwszeństwo należy tu do Natansona – zob. powyżej przyp. 15.

35  Od czasów Thomasa S. Kuhna (1962) i Paula Feyerabenda (1975) filozofowie 
nauki i socjologowie wiedzy naukowej powszechnie negują istnienie metody nauko-
wej. To poważne nieporozumienie – zob. Kokowski 1996, ss. 10–25; 2004, ss. 59–62; 
2012; 2015.

36  To znane zagadnienia historii i filozofii nauk matematyczno-fizycznych, wywo-
dzące się z tradycji Platona (Timajos), Ptolemeusza (Almagest) i Kopernika (Commen- 
tariolus, De revolutionibus) – zob. Kokowski 2004, pp. 92–95, 157–162 – oraz Einsteina –  
zob. Holton 1979; Howard, Giovanelli 2019.

https://archive.org/details/conceptualdevelo0000jamm
https://www.researchgate.net/profile/Michal-Kokowski/publication/321453456_Copernicus_and_the_Hypothetico-Deductive_Method_of_Correspondence_Thinking/links/5a2c0fd50f7e9b63e53ad253/Copernicus-and-the-Hypothetico-Deductive-Method-of-Correspondence-Thinking.
https://www.academia.edu/26667636/Copernicus_Arabic_Science_and_the_Scientific_R_evolution
https://doi.org/10.4467/23921749PKHN_PAU.16.015.5271
https://plato.stanford.edu/archives/fall2019/entries/einstein-philscience
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c)	 zasada korespondencji teorii, 
d)	 eksperyment myślowy ze zmianą wartości parametru korespon-

dencyjnego; 
e)	 obszar graniczny teorii wyznaczonego przez granicę parametru 

korespondującego (zwykle 0 lub ∞).37 
W każdej teorii matematyczno-fizycznej można wyróżnić trzy war-

stwy semiotyczne: 
•	 	warstwę matematyczną: określony język matematyczny (warstwa 

ta określa syntaktykę teorii); 
•	 	warstwę quasi-bytów: hipotetyczne byty fizyczne, które służą wy-

jaśnianiu zjawisk; traktuje się je albo jako rachunkowe fikcje, albo 
byty empiryczne, co uzależnione jest od warstwy empirycznej te-
orii, wskazanej poniżej (warstwa ta wspólnie z warstwą empiry-
czną określa semantykę teorii);

•	 warstwę empiryczną: wyznaczoną przez zasady koresponden-
cyjne, które albo łączą nową teorię ze starymi teoriami, albo 
bezpośrednio prowadzą do pomiaru parametrów nowej teorii 
(warstwa ta wspólnie z warstwą quasi-bytów określa semantykę 
teorii).38 

Warstwy te nie muszę być wcale jednolite. Przy pomocy szczegóło-
wych badań historycznych – swoistej archeologii wiedzy naukowej – 
możemy ujawnić w badanych teoriach istnienie ukrytych podwarstw 
semiotycznych dziedziczonych po poprzednich teoriach. 

W szczególności stosowane konwencje nazewnicze praw, reguł oraz 
teorii są często bardzo złudne, skrywając faktycznych współautorów ta-
kich odkryć. By temu zaradzić, należy po pierwsze pamiętać o tej niebez-
piecznej cesze konwencji i pod drugie uzupełniać listę najważniejszych 
współautorów takich odkryć (Kokowski 2019, s. 398). Tym niemniej 
każda konwencjonalna nazwa tego typu zawsze pozostaje tylko konwen-
cją i jako taka nie ujawnia kompletu faktycznych współautorów odkryć.

37  Zob. Kokowski 1996, ss. 10–25; 2004, ss. 59–62; 2012; 2015.
38  Ibidem; ponadto zob. Badino 2015a; 2016 (rozważania o strukturze teorii i pro-

cesie rekonfiguracji metod, pytań badawczych oraz ram epistemologicznych histo-
riografii mechaniki kwnatowej); Hentschel 2006; 2018 (rozważania na temat historii, 
modeli mentalnych oraz warstw semantycznych pojęcia „kwantu światła”); Hacking 
1982; 1990; 1992a; 1992b; 2002; 2012; Gavroglu 1990; Pickering 1992; Elwick 2012; 
Monaldi 2019 (rozważania na temat statystycznego stylu rozumowań; praktyk i kultur 
badawczych; warstw historii). 

https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018
https://www.researchgate.net/profile/Michal-Kokowski/publication/321453456_Copernicus_and_the_Hypothetico-Deductive_Method_of_Correspondence_Thinking/links/5a2c0fd50f7e9b63e53ad253/Copernicus-and-the-Hypothetico-Deductive-Method-of-Correspondence-Thinking.
https://www.academia.edu/26667636/Copernicus_Arabic_Science_and_the_Scientific_R_evolution
https://doi.org/10.4467/23921749PKHN_PAU.16.015.5271
https://philpapers.org/archive/BADTDO-7.pdf
https://doi.org/10.1111/1600-0498.12127
https://www.philosophica.ugent.be/wp-content/uploads/fulltexts/45-4.pdf
https://pl.booksc.org/dl/20965439/2619a3
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W rozwoju nauki wydarzają się tzw. (r)ewolucje naukowe (termi-
nologia M. Kokowskiego), będące efektem zarówno procesów ewo-
lucyjnych, jak i procesów rewolucyjnych, gdyż „ewolucje naukowe” 
i „rewolucje naukowe” to opisy komplementarne rozwoju nauki (Ko-
kowski 2015).

Dodatek 2. 
Polski przekład listu od Władysława Natansona  

do Alfreda Landé (14 November 1925)
ul. Studencka 3
Kraków (Polska)
14 listopada 1925 r.

Drogi Panie Kolego,
Pozwólcie mi wyrazić, drogi Kolego, moją radość i zainteresowanie, 

z jakimi czytam Pańską piękną i ważną rozprawę „Lichtquanten und 
Kohärenz” [„Kwanty światła i koherencja”] w Zeit[schri]ft für Physik tom 
33 (1925), s. 571. Jeśli jesteśmy zmuszeni przypisać kwantom światła po-
laryzację i fazę, wówczas iφε e  jest przypadkowe.

Składamy wektory, więc jesteśmy daleko od pierwotnych idei kwan-
towych, powróciliśmy do teorii falowania, choć nie do klasycznej teo-
rii. I to jest podstawowe stwierdzenie. Bardzo przekonująco pokazał 
Pan na s. 573, że rozkład (2) Bosego (jak i Plancka!) jest a priori nieak-
ceptowalny. 

Już w 1911 r. podałem bardzo podobne rozważania w rozprawie 
„O statystycznej teorii promieniowania”, opublikowanej w Biuletynie Mię-
dzynarodowym Polskiej Akademii w Krakowie [de facto w Biuletynie Międzyna-
rodowym Akademii Umiejętności w Krakowie, gdyż w 1919 roku dokonano 
zmiany nazwy „Akademia Umiejętności w Krakowie” na „Polska Aka-
demia Umiejętności”] w marcu 1911, ss. 134–148 i w niemieckim tłuma-
czeniu, zamówionym przez pana Maxa Ihle’a i wydrukowanym in extenso 
w Physikalischen Zeitschrift, Lipsk 1911, tom XII, ss. 659–666. Przesyłam 
Panu odbitkę tej pracy z września 1911 r. 

Jeśli porówna Pan swoją s. 573 z moimi ss. 135, 137–138, od razu się 
Pan przekona, że kierował nami ten sam pomysł. Pańskie „dystrybu-
cje” („Verteilungen”) odpowiadają moim „kolokacjom”, Pańska „moż-
liwości realizacji” („Realisierungsmöglichkeiten”) – moim „asocjacjom”. 

https://doi.org/10.4467/23921749PKHN_PAU.16.015.5271
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Prosty przykład Plancka, 4 kwanty w 3 komórkach, również znaj-
duje się u mnie (§ 3) (ss. 137–138). Na ss. 138–140 (§4) doszedłem do 
wniosku, że jeśli P (moja SL (10) s. 137), a nie P ((11) s. 137) jest naj-
ważniejszą miarą prawdopodobieństwa, to wynika z tego, że ​​kwanty są 
„nierozróżnialne” między sobą (w przeciwieństwie do komórek, któ-
re można odróżnić). – Pańskie wielkości p0, p1, ... są proporcjonalne 
do moich N0, N1, N2, ... Pańskie warunki (9) są moimi warunkami (I) 
i (II) w § 1; Pański warunek (8) jest u mnie jako warunek (6), s. 136 itd. 
W § 5 (ss. 140–141) przyjąłem już log Δw = Max i znalazłem rozkład  
pj = B e –jeβ (10) s. 575 w (III), s. 141. Pańskie równanie (10”) jest także 
identyczne z moim (10), s. 148; omówiłem przypadek ε << kT (patrz  
§ 7, ss. 141–142 i § 16, ss. 147–148). 

Nigdy nie myślałem o wektorowej – losowej superpozycji kwantów, 
które stanowi rdzeń Pana badań (i wydaje mi się, że to główny pomysł). 
W związku z tym, że jak wierzę, to owocny pomysł, proszę pozwolić, że 
skieruję Pana do dzieł lorda Rayleigha (Proc. Lond. Math. Soc. III, 1871; 
Phil. Mag. X, 1880; Enc. Brit. 24, 1888; Theory of  Sounds I, § 42a, 2. wy-
danie, 1884; Phil., Mag. 47, 1899; Scientific Papers I, ss. 76, 491; III, s. 52; 
IV, s. 370), który na długo przed Markoffem zajął się tym samym pro-
blemem i rozwiązał go wszechstronnie.

Kwestie personalne i roszczenia o pierwszeństwo są na ogół trywi-
alne, a nawet nieznośne, i jestem daleko od tego. Chcę Pana o czymś 
zapewnić. Otóż zawsze wydawało mi się, że mój sprzeciw wobec logicz-
nego uzasadnienia idei probabilistycznego podejścia Plancka nie został 
uwzględniony, [gdyż] może nie został zrozumiany. Dziś szczególnie cie-
szę się, że niezależnie ode mnie, dogłębnie interpretuje Pan te same idee. 

Może mogę Pana poprosić, drogi Kolego, o wspomnienie w kil-
ku słowach przy jakiejś okazji mojej pracy z 1911 r. Byłbym także bar-
dzo wdzięczny za przesłanie (jeśli to możliwe) odbitek z wrześniowego 
numeru Z[eitschri]ft f. Physik – mam do niego ss. dopiero wiele tygodni 
(a nawet miesięcy) po jego ukazaniu się.

Z wyrazami mojego szczególnego szacunku pozostaję
Panu oddany Władysław Natanson39

39  Niemiecki oryginał listu i jego transkrypcję oraz jego angielski przekład, zob. 
Kokowski 2021, Appendix 2.

https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.21.014.14045
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Dodatek 3. 
Spektrum stanowisk Władysława Natansona  

w kwestii statutu ontologicznego kwantów energii

Natanson wypowiadał się na tytułowy temat w latach 1911–1925 i for-
mułował różne stanowiska. Dowodem na to są jego uwagi przedsta-
wione w jego publikacjach: Natanson 1911a; 1911b (I wersja)/1912a 
(= odbitka 1911b); 1911c; 1912a; 1912b; 1913; 1923; 1924b (= II wer-
sja 1911b)).

W swoich najbardziej znanych artykułach 1911a/1911c, a także 
1912b Natanson pominął to zagadnienie. Można było stąd wywieść 
wniosek, że traktował elementy energii / jednostki energii jako fikcje ra-
chunkowe, gdyż wspominał on, że tak traktował je Boltzmann w 1872 r.

Jednakże w referacie pt. „O promieniowaniu” wygłoszonym 19 lipca 
1911 r. podczas XI Zjazdu Lekarzy i Przyrodników Polskich w Krako-
wie (18 – 22 lipca 1911 r.) Natanson (1911b/1912a) głosił jednoznacz-
ny pogląd, że kwanty energii istnieją w rzeczywistości, bo przemawia 
za tym fizyka zjawisk gazowych i promieniowania światła (a konkretnie 
istnienie zasady korespondencji łączącej statystykę Boltzmanna-Planc-
ka-Natansona ze statystyką Maxwella-Boltzmanna); kwanty energii nie 
są jednak niezmiennymi atomami: 

Słyszymy niekiedy lub czytamy zdanie, według którego 
hypoteza skończonych jednostek energii jest pożyteczna, 
ponieważ pozwala obliczać prawdopodobieństwa rozma-
itych rozdziałów energii i tem samem wskazuje pośród 
nich najprawdopodobniejszy. Gdyby powołanie jej na tem 
polegało wyłącznie, hypoteza jednostek byłaby w ostat-
niej instancji tylko wybiegiem rachunku. Jednakże wydaje 
mi się, że ona bynajmniej nim nie jest. Jeśli przypuści-
my, że jednostka energii staje się coraz mniejsza i dąży do 
zera, wówczas rozdział najprawdopodobniejszy nie sta-
je się wcale mglisty i nieokreślony, lecz dąży do przejścia 
(przynajmiej co do istoty rzeczy) w klasyczny rozdział Ma-
xwella, znany z Teoryi Gazów. P1anck w Teoryi Promie-
niowania odszedł od Maxwell’owskiego typu rozdziału 
i przerzucał się niemal w przeciwną krańcowość. Ażeby 
zrozumieć tę okoliczność, powinniśmy pamiętać o tem, 
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że, gdy quanta, są małe, liczba ich w danym układzie musi 
tem samem być znaczna. 

[…] Stańmy teraz na stanowisku hypotezy elemen-
tarnych jednostek energii i powiedzmy zupełnie ogólnie: 
w Kinetycznej Teoryi Gazów musimy przypuszczać, ażeby 
dojść do Maxwel1’owskiego sposobu rozdziału energii, że 
stosunek liczby obecnych jednostek do liczby cząsteczek 
jest olbrzymi, że, biorąc rzeczy praktycznie, jest nieskoń-
czenie wielki; w Teoryi Promieniowania, przeciwnie, sto-
sunek n/N jest małym ułamkiem; formuła (1) artykułu 
X-go [to prawo rozkładu energii promieniowania Planc-
ka] wypada w tem założeniu. W Teoryi Gazów roztrząsa-
my zatem przypadek układu, suto uposażonego w energią; 
w Teoryi Promieniowania, przeciwnie, widzimy, jakie wy-
nikają następstwa, gdy układ jest skąpo, ubogo, zaopatrzo-
ny w energią. Mamy tutaj dwa skrajne i wprost przeciwne, 
a bardzo szczególne przypadki prawidłowości znacznie 
bardziej ogólnej, ale i bardziej zawiłej. Ta prawidłowość, 
którą będziemy musieli nauczyć się posługiwać, stano-
wi niewątpliwie fundament przyszłej Teoryi Kinetycznej 
wszelkich stanów skupienia Materyi. Już dzisiaj widzimy 
początki Kinetycznej Teoryi Ciał Stałych, którą Einste-
in, ze zwykłą śmiałością i z niemałem już powodzeniem,  
według analogicznych zarysów niedawno zaczął budo-
wać. Krótko możemy powiedzieć, że w owej Teoryi pa-
nuje to, co leży na dnie prawa Plancka” (Natanson 1911b, 
ss. 158–159).

Istnieją elementarne quanta, czyli jednostki energii; tego 
nas uczą, w oświetleniu Rachunku Prawdopodobieństwa, 
fakta kardynalne w Dziedzinie Promieniowania. I ten re-
zultat opanowywa natychmiast całe nasze myślenie (Na-
tanson 1911b, s. 157).

Lecz czemże jest „atom energii”? Czy podobna zro-
zumieć łączność, spójnię, niepodzielność pewne) okreś-
lonej ilości energii? Same przez się nasuwają się podobne 
pytania. Gdybyśmy próbowali wyrazić (w sformułowaniu 
najbardziej ogólnem) istotną treść zdobyczy, którą wzboga-
ceni zostaliśmy przez Plancka teoryą, czy nie moglibyśmy 

https://jbc.bj.uj.edu.pl/dlibra/doccontent?id=278801
https://jbc.bj.uj.edu.pl/dlibra/doccontent?id=278801
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powiedzieć: iż Planck w fundamentalnych faktach pro-
mieniowania wyczytał istnienie w Naturze pewnej niecią-
głości. Ale w czem ta nieciągłość? Możemy wyobrażać ją 
sobie bezpośrednio w emisyi i w absorbcyi promieniowa-
nia, dokonywanej przez ostatnie cząstki materyi; albo też, 
jak Planck przed niedawnym czasem okazał, możemy ją 
przenieść do samej tylko emisyi. Powracając do Newtona, 
moglibyśmy przypuścić, że nieciągłość tkwi w przestrzen-
nej naturze promieniowania, jak tego próbowali domyślać 
się niektórzy uczeni; albo może w strukturze powszech- 
nego eteru. Zważywszy, że napotykamy nieciągłość w pew-
nem pojęciu, mianowicie w pojęciu energii, łatwo widzi- 
my, że będziemy mogli ową nieciągłość niejako przesuwać 
do rozmaitych z kolei porządków myślenia; może umie-
ścimy ją wreszcie w pojęciu czasu albo w pojęciach czy-
stej geometryi; ale pozbyć się jej nie potrafimy żadnym 
sposobem. 

Jeżeli tak jest, czy wogóle podobna dynamicznie albo 
elektromagnetycznie zrozumieć quantum energii? Dynami-
ka i Elektromagnetyczna Teorya, przynajmniej w zwyczaj-
nej, bieżącej postaci, operują pojęciami, które zawsze są 
ciągłe; i jedna i druga, w klasycznej postaci, prowadzi do 
Zasady Ekwipartycyi Energii; a ta, jak wiemy, jest zaprze-
czeniem dzisiejszej, sprawdzonej formuły Promieniowania. 
Wikłamy się w sprzecznościach, gdy usiłujemy wyobrazić 
sobie quanta energii jako przesyłki, jakieś ładunki albo po-
ciski energii, biegnące w zwykłej przestrzeni i w czasie, 
według zwyczajnych praw, które we wszystkiem dopatrują 
się ciągłości. Mogliśmy byli przewidzieć to niepowodzenie. 
Krótko powiedzmy, że ciągły model, nieciągłe jednostki 
energii jest niemożliwy. Ale zastanówmy się nad tem: czy jest 
nam naprawdę potrzebny? Pojęcie jednostek energii poczy-
na być elementem naszego sposobu pojmowania Natury. 
Jeżeli okaże się, jak można przypuszczać, nieodzownym jego 
czynnikiem, tedy musi przeniknąć do całego naszego my-
ślenia i przeobrazić to wszystko, co nie jest z nim dzisiaj 
zgodne i spójne (Natanson 1911b, ss. 159–160; wyróżnie-
nie kursywą pochodzi od Natansona – M.K.).

https://jbc.bj.uj.edu.pl/dlibra/doccontent?id=278801
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Mimo takich jednoznacznych wypowiedzi, Natanson miał jednak 
wątpliwości czy ma rację w kwestii rozumienia kwantów. W 1913 r., 
komentując w rozprawie pt. „Zasady Teoryi Promieniowania (Princi-
pes de la Théorie du Rayonnement)” wybór miary prawdopodobień-
stwa Boltzmanna P zamiast P, Natanson zacytował krytyczną uwagę  
polskiego fizyka Kamila Krafta (1873–1945): 

Co tkwi na dnie tego faktu? czego można się z niego na-
uczyć? Jesteśmy jeszcze dalecy od posiadania odpowiedzi 
na te i inne pytania. Możnaby było przypuszczać (uwagę 
tę uczynił Dr. K. Kraft), że fizyczne znaczenie pojęcia P 
oraz niepowodzenie P jest wskazówką istnienia w naturze 
molekularnych nieciągłości materyi i nie-istnienia rzeczy-
witych „quantów” czyli nieciągłości energii. Lecz powin-
niśmy wyznać, że ta wskazówka jest dzisiaj jeszcze niejasna 
i wątła (Natanson 1913, ss. 60–61).40

Dziesięć lat później, czwartego kwietnia 1923 r., w przemówieniu na 
posiedzeniu inauguracyjnym pierwszego Zjazdu Fizyków i Chemików 
Polskich w Warszawie, Natanson mając na względzie a) nieistnienie zunifi-
kowanej teorii zjawisk optycznych i b) istnienie sprzeczności opisów zjawisk 
optycznych oferowanych przez optykę falową i (nową) optykę kwanto-
wą, Natanson dostrzegał poważne ograniczenia postulowanych dotąd 
hipotetycznych bytów teorii: 

Nie dowierzajmy zatem istnieniu fal prawidłowych i prostych; od-
mówmy również ufności objektywnemu bytowi quantowych atomów. 
Niezgodność undulacyjnej i  quantowej Optyki świad-
czy tylko o tem, że i jedna i druga nauka, podchwyciw-
szy w zjawiskach wątła nić podobieństwa, przeciągnęły, 
każda własną, poza właściwy ich zakres; że z analogji  

40  Z listu Kamila Krafta do Natansona z 20 sierpnia 1912 r. wiemy, że niemal trzy 
tygodnie wcześniej (czyli na początku sierpnia 1912 r.) Kraft otrzymał od Natanso-
na jego rozprawę „Zasady teoryi promieniowania”, opublikowaną dopiero w 1913 r. 
(Natanson 1913) i wysoko cenił to opracowanie nie czytając go jeszcze – zob. Kraft 
1912 (dok. arch.). Kamil Kraft to kolejny fizyk, który znał i cenił dokonania Natansona 
z zakresu teorii promieniowania Plancka. Przeoczyłem jego osobę w moim poprzed-
nim artykule – zob. Kokowski 2019, pp. 368–381. Niestety nie ma w zachowanej 
korespondencji Natansona innych listów Krafta dotyczących tej kwestii.

http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/pmf/pmf24/pmf2411.pdf
http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/pmf/pmf24/pmf2411.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.19.012.11018


Nauka bez granic

M. Kokowski SHS 20 (2021)  |  DOI: 10.4467/2543702XSHS.21.015.14046 535

uczyniły tożsamość, że subtelną przenośnię pojęły do-
słownie, naiwnie i grubo (Natanson 1923, s. 8; kursy- 
wa – M.K.).41

W 1924 r. Natanson, w opracowaniu pt. „O promieniowaniu”, bę-
dącym II wersją artykułu z 1911 r. (Natanson 1911b), przedstawił osta-
teczne stanowisko w kwestii statusu ontologicznego kwantów energii. 
Otóż kwanty energii istnieją, ale nadal rodzi to trudności koncepcyjne 
na gruncie fizyki.

Natanson 1924b, ss. 142–143

[…] Boltzmann ustanowił wielkiej wagi twierdzenie: ist-
nieje związek między prawdopodobieństwem rozdziału 
energji w układzie a jego entropją. Ale ów związek speł-
nia prawdopodobieństwo rozdziału, obliczone według 
Boltzmannowskiego określenia; inaczej obliczone praw-
dopodobieństwo go nie spełnia. Musimy powołać się na 
ten fakt, ażeby uzasadnić a posteriori, dlaczego w określe-
niu prawdopodobieństwa rozdziału idziemy za Boltzman-
nem, za Planckiem. Co tkwi na dnie tego faktu? czego 
można się z niego nauczyć? mimo długich dyskusyj, nie 
mamy niewątpliwej odpowiedzi na te i podobne pytania. 
A gdy twierdzenie Boltzmanna gra dziś coraz ważniejszą 
rolę w najtrudniejszych badaniach, utwierdzamy się jeszcze 
raz w spostrzeżeniu dość gorżkiem, że wielkie uogólnienia 
nauki, dopóki są owocne i dobroczynne, bywają zazwyczaj 
najbardziej niejasne.

41  W terminologii rozwijanej przeze autora artykułu hipotetyczno-dedukcyjnej meto-
dy myślenia korespondencyjnego, postulowane w kontekście teorii hipotetyczne byty, to 
faktycznie kwazi-byty – zob. Kokowski 1996. W rozważanym przypadku Natanson 
dostrzegał uderzającą sprzeczność kwazi-bytów postulowanych przez optykę falową 
i nową optykę kwantową i widział potrzebę poszukiwania bardziej ogólnej teorii zjawisk 
optycznych z nowymi kwazi-bytami, która uniknęłaby sprzeczności tych tych teorii, 
zachowując jednocześnie odkryte już cząstkowe prawdy – prawa zjawisk zgodnych 
z predykcjami dotychczasowych teorii; o czątkowych prawdach w naukach matema-
tyczno-fizycznych zob. Costa, French 2003.

http://mbc.cyfrowemazowsze.pl/dlibra/docmetadata?id=27684
https://www.researchgate.net/publication/321453456
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Natanson 1924b, ss. 143–144

Idąc tą drogą, Planck został doprowadzony do słynnej for-
muły, która nosi jego nazwisko i która, o ile wiemy dotych-
czas, zgadza się dobrze z wynikami pomiarów, w granicach 
nieuniknionych błędów dostrzeżeń. Nie będziemy tu przy-
taczali formuły Plancka; zwrócimy raczej uwagę na naj-
ważniejszy wniosek, który z niej natychmiast wypływa. 
Oznaczmy przez elementarną ilość czyli jednostkę energji, 
o pewnej wybranej częstości; literom k oraz T zachowajmy 
ich przeznaczenie poprzednie. Formuła Plancka wskazu-
je nam wówczas, że średnia wartość energji jednego wi-
bratora (lub drgania fundamentalnego) nie wynosi kT, jak 
wymagałaby tego zasada ekwipartycji energji; stosunek tej 
średniej do kT nie równa się jedności, lecz zależy znów od 
stosunku e do kT. W prawdzie średnia energja wibratora 
lub drgania dążyłaby do przybrania granicznej wartości kT, 
gdybyśmy uczynili e znikającą, lecz rzeczywistość nie po-
zwala na to przypuszczenie; gdy bowiem e dąży do zera, 
formuła Plancka w granicy przeobraża się w prawo Ray-
leigha, wiemy zaś pewnie, że temu prawu doświadczenie 
stanowczo zaprzecza rzeczywistej ważności i prawdy. Mu-
simy zatem pozostawić e skończoną w formule Plancka, 
różną od zera. Istnieją skończone quanta czyli jednostki energji; 
uczy nas tego, w oświetleniu rachunku, rzeczywistość promieniowa-
nia (kursywa – M.K.).

Natanson 1924b, ss. 144–145

Roztrząsając warunki równowagi promieniowania, czy 
odkryliśmy teraz quanta czyli atomy energji? Czy powinniś-
my istotnie wyobrażać sobie spójne i łączne, niepodziel-
ne, niezmienne jednostki promienistej energji? Czekają 
nas tu ogromne trudności. Atomy chemiczne, przynaj-
mniej w Chemji wczorajszej, klasycznej, są niezmienne; 
atom H lub O lub Cl jest elementem najprostszym, nie-
tykalnym w (zwyczajnych) reakcjach chemicznych. Elek-
tron jest, podobnie, najprostszą, stałą jednostką ładunku 
w elektromagnetycznych zjawiskach. Jednostka e energji 
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jest, przeciwnie, czemś złożonem, zależnem i zmiennem; 
według Plancka e zależy od częstości uważanego ele-
mentarnego promieniowania. Ażeby pozostać w zgodzie 
z ogólnemi, termodynamicznemi prawami równowagi, 
Planck przypuścił, że jednostka e jest wprost proporcjo-
nalna do częstości drgań promieniowania lub odwrotnie 
proporcjonalna do jego długości fali. Zależna od charakte-
ru, od tętna promieniowania, zmienna wielkość e nie może 
być trwałym, wiecznym atomem, nie może być elementem 
pierwotnym, z którego świat zjawisk jest zbudowany. Lecz 
jeżeli pomnożymy wielkość e przez okres τ drgania pro-
mieniowania, otrzymamy iloczyn eτ niezmienny. Iloczyn 
energji przez czas nazywamy w Dynamice działaniem; waż-
ne twierdzenie tej nauki nazywa się zasadą najmniejsze-
go działania. W nowoczesnej teorji quantów twierdzimy 
dziś zatem, że w fizycznych zjawiskach, lub przynajmniej 
w promieniowaniu, istnieje pewna stała i powszechna ilość, 
pewna norma działania; ta norma eτ lub też krócej h, jak 
za Plancka przykładem przyjęto ją pisać, wynosi

h = 6,55 × 10-27 × erg × sek.

Gdybyśmy znali dokładnie postać praw rządzących naj-
drobniejszemi przemianami Natury, wiedzielibyśmy za-
pewne, co znaczy h; w tym względzie Bohra teorja, która 
do normy h odwołuje się także, budzi niejaką nadzieję. Za-
dawalniamy się tymczasowo (niewątpliwie abstrakcyjnem) 
założeniem, że uniwersalna stała h wyobraża minimum 
możliwego działania; z jednostek, z atomów h wznosimy 
rozmaitość ruchów i zmian w ostatnich okruchach ss.ne-
go nam świata.

Natanson 1924b, ss. 149–151

Gdybyśmy próbowali najogólniej wyrazić treść istotną zdo-
byczy, którą zostaliśmy wzbogaceni przez teorję quantów, 
musielibyśmy zapewne powiedzieć, że w fundamentalnych 
faktach promieniowania zauważyliśmy istnienie w Natu-
rze pewnej nieciągłości; że odnaleźliśmy ją następnie 
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w korowodzie innych zjawisk fizycznych, o których bar-
dzo pobieżnie lub wcale nie wspominaliśmy w niniejszym 
szkicu ulotnym. Ale w czem ta nieciągłość? Planck wyobra-
żał ją sobie pierwotnie w procesach emisji oraz absorbcji, 
dokonywanych przez cząstki materji; później próbował ją 
ograniczyć do samej tylko emisji. Niels Bohr, jak widzie-
liśmy, dał założeniu Plancka postać konkretną i jasną, za-
garniając zarazem pod panowanie teorji ogromne pasmo 
zjawisk spektralnych. Powracając poniekąd do optycznych 
wyobrażeń Newtona, Einstein, Stark, J.J. Thomson i inni 
uczeni chcieli upatrywać nieciągłość we włóknistej budowie 
promieniowania, w jego niejako przestrzennem utkaniu. 
W najprostszej postaci nieciągłość, jak wiemy, występuje 
w pojęciu dynamicznego działania, które w czterowymia-
rowym Minkowskiego świecie staje się bardzo pierwotnem 
pojęciem; ale możemy ją według życzenia przesuwać do 
rozmaitych z kolei porządków myślenia. Umieścimy ją, być 
może, w geometrycznych pojęciach; ogłosimy próżnię za 
stwór popękany, nieciągły. Zgodzimy się kiedyś zapewne, 
że czas jest atomistyczny, jak już nawpół ironicznie za-
lecał Poincare. Ale pozbyć się nieciągłości nie potrafimy 
żadnym sposobem. Powzięliśmy podejrzenie, że jakowaś 
nieciągłość tkwi gdzieś w głębi świata wydarzeń; a jest to 
myśl świeża i silna, która może się wsączyć do całego na-
szego sposobu pojmowania Natury, która może wszyst-
ko przekształcić, co nie jest z nią zgodne. Dziś jednak 
w Optyce natrafia na nieprzezwyciężone trudności. Zasób 
doświadczeń, nagromadzonych w Optyce przez przeciąg 
kilku stuleci, zasób bogaty i ścisły i pewny, stoi w rażącej 
sprzeczności z jakąkolwiekbądź hipotezą świetlnych prze-
syłek, ładunków albo pocisków. Wobec precyzji zjawisk 
optycznych myśl quantów wydaje się nietylko bezsilna, zby-
teczna, lecz sama z sobą niezgodna. Tylko skończony ciąg 
promienistych w próżni zaburzeń może wyniknąć z emisji 
skończonej ilości energji; tylko skończony ciąg może dać 
powód do absorbcji skończonej ilości energji. Tymczasem 
zwykłe pojęcia długości fali oraz częstości lub okresu drga-
nia nie stosują się wcale do skończonego, do urywającego 
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się ciągu falowań; są to pojęcia oznaczone i jasne w nie-
skończonym tylko, w wiecznie trwającym, w nieograniczenie 
rozległym ciągu, którego amplituda jest bezwzględnie sta-
ła. A zatem pojęcia długości fali, częstości i okresu drgań 
nie mają określenia w quantowych teorjach; gdy w tych 
teorjach piszemy n, λ lub τ, grozimy Naturze narzędziem, 
które strzaskaliśmy sami. Ufajmy jednak przyszłości. Nie-
zrozumiałe dzisiaj zagadki, uśmiechu pełne jutro zapewne 
wyjaśni. W panującej jeszcze ciemności, pod dotknięciem 
ogromnej, choć nam samym dotychczas niejasnej idei, nie-
oczekiwany, rozgałęziony splot prawdy z nieobjętego pola 
rzeczywistości wyrasta (wyróżnienie kursywą pochodzi od 
Natansona – M.K.).

Dodatek 4.  
Wybrane aspekty szkicowej dyskusji z tezami  

niektórych krytyków Kastlera i Natansona

Artur Kastler (1983, s. 616), nie znając treści listu Natansona do Lan-
dégo, zastosował tę samą strategię reinterpretacyjną Natansona: utożsa-
mił Natansonowskie jednostki energii (“energy units”) z cząstkami (np. 
fotonami) i Natansonowskie ostateczne cząstki (“ultimate particles”) 
albo nośniki energii (“receptacles of  energy”) z komórkami w prze-
strzeni fazowej („cells in phase space”). 

Taka jednak reinterpretacja Kostlera została negatywnie 
oceniona przez Johna Stachela (2000 / 2002, ss. 438–439) 
jako nietrafna, bo anachroniczna: Natanson rozważał roz-
kład dyskretnych elementów lub jednostek energii w by-
tach materialnych a nie kwantów światła w komórkach 
fazowych, gdyż utożsamiał nośniki energii z “ultimate par-
ticles of  which matter consists .[...] capable only of  absor-
bing, containing and emitting amounts of  energy which are 
multiples of  these finite and determinate units” (Natanson 
1911a, s. 134), analogicznie do tego jak Planck rozważał 
naładowane oscylatory w równowadze z polem promienio-
wania w określonej temperaturze. Nie miało to według Sta-
chela nic wspólnego z rozkładem cząstek (promieniowania 
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albo jakiegoś innego rodzaju) w komórkach przestrzeni 
fazowej i dlatego nie ma powodu, aby kwestionować brak 
reakcji Einsteina na artykuł Natansona.

Z kolei Silvio Bergia (1987, s. 344) oraz Jagdish Mehra i Helmut Re-
chenberg (1982/2001, s. 559) uważali, że Natanson nie podał żadnego 
fizycznego wyjaśnienia dla wyprowadzenia rozkładu Plancka i na tym 
polegał podstawowy brak interpretacji Natansona. 

Twierdząc to, krytycy Natansona i Kastlera przeoczyli kluczowy 
aspekt ich argumentacji, bowiem interpretacje te oparte są na prze-
kładzie języka jednego modelu na język drugiego modelu: w artykule 
z 1911 r. Natanson wskazywał korespondujące elementy modelu Plancka 
i modelu Natansona, a w liście do Landégo z 1925 r. elementy mode-
lu Bosego i modelu Natansona, co później – w 1983 r. – zrobił także 
Kastler, a wcześniej – w 1925 r. – też Landé, który porównywał model 
Bosego i model Plancka.

Kontynuowała typ krytki głoszonej przez Johna Stachela także Da-
niela Monaldi: 

[…] Natanson’s language can easily sound like an antici-
pation of  today’s common characterization of  quantum 
statistics as a statistics of  indistinguishable particles, but 
the resemblance is only retrospective. Natanson was sim-
ply re-discovering the combinatorial difference already 
stressed by Planck. Natanson did not draw, implicitly or 
explicitly, the conclusion that counting energy elements 
as “undistinguishably alike” amounted to a new statistics.  
He kept within the possibilities of  the current statistical 
style of  reasoning. For him as for Planck, it was expected 
and unremarkable that energy elements should be coun-
ted differently from receptacles, since the energy elements  
did not belong to the class of  statistical objects. Compa-
ring radiation and gas, he concluded that they differed 
only because the receptacles of  radiation were poorly en-
dowed with energy while energy was abundantly besto-
wed upon the gas receptacles (Monaldi 2019, s. 320; zob. 
też Natanson 1911a, s. 142; Stachel 2000; Monaldi 2009, 
ss. 387–388).

https://books.google.pl/books?id=8tUVMSsC9wAC&pg=PA559
https://doi.org/10.1002/bewi.201900015
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Nie zgadzam się z taką interpretacją Danieli Monaldi:
1) Zasługa Natansona nie polegała jedynie na powtórnym odkryciu 

kombinatorycznej różnicy podkreślanej przez Plancka, lecz na wskaza-
niu niesformułowanego implicite przez Plancka założenia o nieodróż-
nialnych elementach energii, co doprowadziło do wyjaśnienia podstaw 
statystycznych teorii promieniowania Plancka i co sprawia, że mamy 
prawo mówić o statystyce Boltzmanna-Plancka-Natansona (termin Ko-
kowskiego). 

2) Natanson nie twierdził wcale, że jedyna różnica między promie-
niowaniem a gazem polega na bardzo małej lub bardzo dużej zawarto-
ści energii, lecz, że wielkość parametru n/N (gdzie n – liczba jednostek 
energii, a N – liczba drgań, wibratorów, cząsteczek, ogólnie przedmio-
tów), decyduje o typie statystyki, gdy jest skończony mamy przypadek 
statystyki Boltzmanna-Plancka-Natansona, gdy jest nieskończony staty-
styka ta ma postać statystyki Maxwella-Boltzmanna; co za tym też idzie 
Natanson wskazał parametr korespondencyjny nowej teorii – statystyki 
Boltzmanna-Plancka-Natansona (w terminologii Kokowskiego), której 
granicznym przypadkiem jest statystyka Maxwella-Boltzmanna. 

Tę właśnie własność statystyki „Einsteina-Bosego” dostrzegł po latach tak-
że Dirac, w swojej fundamentalnej monografii o mechanice kwantowej (1930, §68 
Discussions of  Einstein-Bose Assemblies, ss. 223–225). Podobnie też 
Ehrenfest i Uhlenbeck (1927a), idąc za Schrödingerem, Fermim, He-
isenbergiem oraz Dirackiem (1926, ss. 662, 667–673), przedstawili 
kwantową (falowo-mechaniczną) interpretacją klasycznej statystyki Ma-
xwella-Boltzmanna (nazywanej przez nich statystyką Boltzmanna). Nie 
ma w tym nic dziwnego, gdyż ujęcie kwantowe statystyki klasycznej 
i statystyk kwantowych, dziedziczy dorobek wcześniejszych ujęć tego 
zagadnienia, włącznie z dokonaniami Natansona (to swoiste warstwy 
„archeologiczne” teorii).42 

42  Według Alexandra Bacha (1997, ss. 138–139) Natanson ujawnił istnienie kom-
binatorycznej nieodróżnialności cząstek przeciwstawianej tzw. fizycznej nieodróżnial-
ności cząstek (określonej przez ideę niezmienności prawdopodobieństw konfiguracji 
względem permutacji ustalonej w mechanice kwantowej i związanej z problemem 
czynnika „N!” we wzorze na entropię gazu doskonałego). U Natansona kombina-
toryczna nieodróżnialność hipotetycznych bytów jest konsekwencją jednostajnego 
rozkładu prawdopodobieństwa liczby zajętości („occupation number”), natomiast 
w mechanice kwantowej jest ona skutkiem niezmienności prawdopodobieństw kon-
figuracji względem permutacji; rozkład jednostajny prawdopodobieństwa jest jedynie 

https://archive.org/download/in.ernet.dli.2015.177580/2015.177580.The-Principles-Of-Quantum-Mechanics.pdf
https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rspa.1926.0133
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Podkreślić należy, że Natanson obszernie i jasno wypowiadał się na 
te tematy w swoich siedmiu pracach dotyczących statystyki promienio-
wania i pokrewnych kwestii: Natanson 1911a (wersja angielska); 1911b 
(ss. 144–160); 1911c (ss. 659–666); 1912a; 1912b; 1913 (to najważniej-
sza praca Natansona na temat teorii promieniowania); 1924b (ss. 125– 
–151) – szczegóły zob. Kokowski 2019, ss. 336–343. Ponadto Alexander 
Bach (1990a, s. 24) podkreślał klarowność podejścia Natansona (opar-
tego na podejściu Boltzmanna wyprowadzenia statystyki „Bosego-Ein-
steina”), znanego mu z niemieckiej wersji artykułu Natansona (1911c).

Z kolei Simon Saunders (2020, s. 49)43, krytykował podejście Na-
tansona, nawiązując do interpretacji Danieli Monaldi, jednak bez cyto-
wania jej w tym kontekście: 

Natanson wprowadził potrzebną jasność. Przedstawił nie-
które kombinatoryczne wyrażenia §2.5, w tym tożsamość 
(18) i (19) (ale tak też zrobił Boltzmann). Wyprowadził nie 
rozkład Plancka, lecz rozkład prawdopodobieństwa Bol-
tzmanna (Eq. (29)), idąc dokładnie za Boltzmannem! Jego 
późniejsza dyskusja na temat różnicy między systemami 
„obficie obdarzonymi” jednostkami energii a tymi „słabo 
wyposażonymi” nimi, tak jak robił to z gruboziarnistym 

trywialnym przypadkiem symetrycznej miary prawdopodobieństwa; Natansonowskie 
rozumienie nieodróżnialności zostało natychmiast zaakceptowane przez Maxa Plancka 
(1912/1914) i przyjęte w podręcznikach z fizyki oraz stało się później podstawą kla-
sycznej teorii prawdopodobieństwa i kombinatoryki. 

Co do tzw. fizycznej nieodróżnialności cząstek zob. też Hanle 1977; Darrigol 1988; 
1991, Kunz 1989; van Fraassen 1998; French, Krause 2006; Dieks 2014; 2020; Swend-
sen 2015; Saunders 2020.

Dodam także, co przeoczono dotąd, że sam Natanson (1913, s. 58, przyp. 2) po-
woływał się w kontekście kombinatorycznej nieodróżnialności cząstek na rozumie-
nie prawdopodobieństwa zdarzeń elementarnych przez Henriego Poincarégo (1896,  
§§ 1–10) i Władysława Gosiewskiego (1906, rodz. 1-szy).

43  “Natanson introduced needed clarity. He set out some of  the combinatorial 
expressions of  §2.5, including the identity of  (18) and (19) (but so had Boltzmann). 
He gave a derivation, not of  the Planck distribution, but of  the Boltzmann probability 
distribution, Eq. (29) precisely following Boltzmann! His subsequent discussion of  the 
difference between systems ‘abundantly bestowed’ with energy units, and those ‘poorly 
endowed’, missing as he did the coarsegraining into frequency intervals, was flawed. 
He made no comment on statistical independence, or the lack of  it. There may be no 
great puzzle here as to why his essay received so little commentary”.
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podziałem na przedziały częstotliwości, była błędna. Nie 
skomentował ani niezależności statystycznej, ani jej braku. 
Być może nie ma tu wielkiej łamigłówki, dlaczego jego esej 
otrzymał tak mało komentarzy (tłum. M.K.).

Tak jak w przypadku interpretacji Danieli Monaldi, nie zgadzam się 
z interpretacją Simona Saundersa, w szczególności ze stwierdzeniami, 
że Natanson nie wyprowadził prawa Plancka, tj. rozkładu / statystyki 
Boltzmanna-Plancka-Natansona (w terminologii Kokowskiego), lecz je-
dynie rozkład Boltzmanna (bo przecież Natanson nawiązywał zarówno do Bol-
tzmanna, jak i Plancka); nie skomentował ani niezależności statystycznej, 
ani jej braku (bo przecież to Natanson jako pierwszy zwrócił uwagę na ukryte 
założenie teorii Plancka – nieodróżnialność elementów energii) i że przeprowa-
dził błędną analizę systemów „obficie obdarzonych” jednostkami ener-
gii i „słabo wyposażonych” tymi jednostkami (to nie prawda; stosują się 
tu także moje uwagi krytyczne dotyczące interpretacji Danieli Monal-
di, zob. powyżej).

Odsyłam tutaj także do specjalistycznych opracowań Alexandra Ba-
cha (Bach, Blank, Francke 1985; Bach 1985; 1987; 1988a; 1988b; 1990a; 
1990b; 1990c; 1991; 1996, 1997, ss. 137–138), który szczegółowo wyja-
śnia zawiłości podejścia Boltzmanna w wyprowadzaniu statystyki „Bo-
sego-Einsteina”. Podzielam też jego tezę44: 

Koncepcyjnie wyprowadzenie Bosego jest identyczne z wyprowa-
dzeniem Lorentza i Natansona (Mehra, Rechenberg 1982, ss. 562–565). 
Zgodnie ze znaną hipotezą (Pais 1982, ss. 427 [–428]; Delbrück 1980; 
Darrigol 1986 [ss. 211–212]), Bose doszedł do statystyki jego imienia 
przez omyłkę,45 przyjmując wielomianowy rozkład liczby obłożenia (oc-

44  „Conceptually, Bose derivation is identical to those of  Lorentz and Natanson 
(Mehra, Rechenberg 1982, ss. 562–565). According to familiar hypothesis (Pais 1982, 
ss. 427[–428]; Delbrück 1980; Darrigol 1986 [s. 212]), Bose arrived at his statistics er-
roneously, by assuming a multinomial distribution for the occupancy numbers instead 
of  a multinomial distribution for the occupation numbers. This hypothesis is misliding, 
however, because the occupancy numbers are subject to two constrains, whereas the 
occupation numbers are subject to only one constraint)” (Bach 1990, s. 28).

45  Również Daniela Monaldi twierdzi, że Bose wyprowadził prawo Plancka dzięki 
popełnieniu szczęśliwego błędu. „Bose gathered that it was “now easy to calculate the 
thermodynamic probability of  a (macroscopically defined) state” [Bose 1924a, on 180]. 
There only remained to calculate the number of  different ways in which the quanta 
in a given frequency interval could be distributed over the available cells. It was clearly 
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cupancy numbers) zamiast wielomianowego rozkładu liczb zajętości 
(occupation numbers). Hipoteza ta jest jednak myląca, ponieważ liczby 
obłożenia podlegają dwóm ograniczeniom, podczas gdy liczby zajęto-
ści (occupation numbers) podlegają tylko jednemu (Bach 1990a, s. 28).46
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