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Abstrakt

Artykul opisuje kontekst i tre§¢ przeoczonej dotad przez
historykéw fizyki korespondencii z listopada 1925 roku na temat
prawa Plancka i statystyki Bosego pomiedzy Wladystawem
Natansonem a Alfredem Landé i konsekwencje tej korespondencii.
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Ladislas Natanson and Alfred Landé
versus Planck’s law,
the Boltzmann-Planck-Natanson
statistics and the Bose statistics

Abstract

The article describes the context and content of the cor-
respondence from November 1925, so far overlooked by physics
historians, on the Planck law and the Bose statistics between
Wiladystaw (Ladislas) Natanson and Alfred Landé and the effects
of this interaction.

The article publishes for the first time the translations from
German into Polish of two letters from Natanson and Landé.

Keywords: Wladystaw Natanson, Ladislas Natanson, Alfred Landé,
Boltzmann'’s statistical method, Boltzmann statistics, Planck’s law, Planck
statistics, Bose statistics, Boltzmann-Planck-Natanson statistics, Boltzmann-
Planck-Natanson-Bose statistics.

1. Wstep

Jak dotad w pracach historykéw fizyki nie mozna znalez¢ informacji
czy Wladyslaw Natanson kiedykolwiek zareagowal na fakt ukazania sig
dwoch artykuléw Satyendra Natha Bosego (1924a; 1924b) dotyczacych
prawa Plancka lub tzw. statystyki Plancka.'

' Zob. np. Whithaker 1953; Jammer 1966, s. 51; Hund 1967 (przektady: 1974, 1975,
1980); Mehra 1975; Sredniawa 1985, ss. 89-90; 2000, ss. 454—455; 1996/2006; Lange
1992a; 1992b, s. 132; 1997; Wali 2006; Konieczny 2011; 2012; Nagasawa 2018, s. 412;
Saunders 2020; Spatek 2005a, s. 15 / 2005b, s. 152; 2020; Badino 2021.

Kwestia ta nie byta analizowana w najobszerniejszej aktualnie pracy na temat recep-
¢ji dokonan Natansona dotyczacych tzw. statystyki Bosego-Einsteina (Kokowski 2019).
Wspomniano w niej jednak, ze 18 listopada 1925 r. Alfred Landé skierowal z Tybingi
do Wiadyslawa Natansona list (Landé 1925 (dokument archiwalny), Walther Gerlach i Al-
fred Landé w 1926 r. zacytowali artykul Natansona z 1911 roku w wersji niemieckiej

(Kokowski 2019, s. 379) oraz ze sam Natanson w swoim artykule pt. ,,O promienio-

waniu” (II wersja) opublikowanym w ksiazce Oblicze natury: odezyty, przeméwienia i sgkice
(ss. 125-151) z prozaicznego powodu milczal o artykule Bosego, gdyz ksiazka ta uka-
zala si¢ przed opublikowaniem artykutu Bosego (Kokowski 2019, s. 342). Po dodatko-
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7. drugiej zas$ strony z tego rodzaju opracowan wiadomo, ze pewna
role w wyjasnianiu nowego opisu promieniowania eletromagnetycznego
odegral w latach 1925-1926 Alfred Landé (1888—1976). Dokonat tego
za sprawg czterech publikacji o kwantach §wiatta (Landé 1925; 1926a;
19206b; Landé, Gerlach 19206) i korespondencji na ten temat z Erwinem
Schrodingerem, o ktérej byt tez informowany Albert Einstein.”

Fig. 1. Wtadystaw Natanson, okoto 1910 r.  Fig 2. Alfred Landé okoto 1940 r. (by un-
Zrédto: Majkowska, Fiatek (red.) 2009, known author — Aus dem Privatbesitz der
illustration 14. Familie Landé, Public Domain).

Zrédto: https://commons.wikimedia.org/
w/index.phprcurid=17990743.

Celem tego artykulu jest wykazanie na podstawie zachowanych Zrodet
i ich interpretagi w Swietle metodologii bistorii fizyk?, ze Whadystaw Natan-

wych badaniach udalo mi si¢ ustali¢ ponad wszelka watpliwo$¢, ze ksigzka Natasona
zostala opublikowana przed 14 kwietnia 1924, gdyz 14 kwietnia 1924 r. zostala juz
zrecenzowana w czasopi§mie Wiadomosci Literackie — zob. Wasowski 1924, s. 3. Ponad-
to, poniewaz wiadomo, ze Bose przeslal swoéj artykut do Zeitschrift fiir Physik dopiero
2 czerwca 1924 1. i nie prowadzil korespondencji z Natansonem, jest wysoce prawdo-

podobne albo niemal pewne, ze Natanson nie wiedzial o istnieniu artykulu Bosego
w czasie, gdy ukazywala si¢ ksiazka Natansona.

> Zob. np. Mehra, Rechenberg 1987, ss. 417-419.

3 Zob. Dodatek 1.
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son przynajmniej raz jawnie zareagowal na wspomniane artykuly Bo-
sego i ma to $cisly zwiazek ze wspomnianymi powyzej pracami Alfreda
Landégo i Walthera Gerlacha.

2. Artykut Landégo z sierpnia 1925 roku

19 czerwca 1925 roku Landé przestal do Zeitschrift fiir Physik artykul
pt. ,,Lichtquanten und Kohirenz” (,,Kwanty $wiatta i koherencja”),’
ktory ukazal si¢ juz w sierpniu tego roku (tom 33, ss. 571-578).

W abstrakcie artykutu Landé naszkicowal tres¢ tej pracy:

Wedlug Bosego, jesli chcemy wyprowadzi¢ formule pro-
mieniowania Plancka z teorii kwantéw §wiatta, mozna to
zrobi¢ tylko za pomoca podejscia prawdopodobienstwa,
ktére postrzega kwanty $wiatta jako struktury zalezne sta-
tystycznie w niewyjasniony sposob i przypisuje si¢ im pola-
ryzacje. To podejscie prawdopodobiefistwa mozna rowniez
uzasadni¢ poprzez statystyczna niezaleznos$¢ kwantéw
swietlnych, jezeli, analogicznie do klasycznej interferen-
cji falowej, rezygnuje si¢ ze skalarnego dodawania kwan-
tu e w kazdym pakiecie kwantowym na rzecz superpozycji

* Historycy fizyki z teguly pomija ten artykul Landego z 1925 1. Nie zwrdcili na
niego uwage np. Whithaker 1953; Jammer 1966; Hund 1967 (przeklady: 1974, 1975,
1980); Mehra 1975; Kuhn 1978; Kastler 1983; Sredniawa 1985; 2000; 1996/2006; Bet-
gia 1987; Lange 1992a; 1992b; 1997; Stachel 2002; Wali 2006; Hentschel 2006; 2018;
Waniek, Hetschel 2011; Konieczny 2011; 2012; Passon, Grebe-Ellis 2017; Nagasawa
2018; Saunders 2020; Spatek 2005a, s. 15 / 2005b, s. 152; 2020; Badino 2021.

Nieliczni, ktérzy odnotowali ten artykul, np. Raman, Forman 1969, s. 313 i przyp.
66; Hanle 1977, s.; 186; Wessels 1979, s. 322, przyp. 51 i 52; Rechenberg 1982; Mehra,
Rechenberg 2001, s. 418; Kojevnikov 2002, s. 202; Lehner, Renn, Joas, Badino 2007,
ss. 6-7, 9, 12; Fick, Kant 2013, ss. 109, w najlepszym przypadku skupili si¢ na idei
powrotu do teorii falowej Swiatla i kwantowej interferencji Landego oraz nie dostrzegli
zwigzku artykutu Landego z publikacja Natansona (1911a / 1911c¢). Takie zachowanie
ma swoje uzasadnienie, gdyz nie zauwazyli tego zwiazku takze Erwin Schrédinger
w liscie z 3 listopada 1925 r. do Alberta Einsteina (Einstein 2018, doc. 101, ss. 182—183)
iw liscie z 16 listopada 1925 1. do Alfreda Landego (Schrédinger 1925 (dok. arch.) oraz
Walther Bothe (1927), cho¢ w kazdym z tych przypadkéw wspominano te publikacje

Landego.
> Z perspektywy redaktora czasopisma naukowego to bardzo krétki okres na prze-
prowadzenie rzetelnej procedury recenzyjnej i rzetelne opracowanie redakeyjne tekstu.
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Je zlosowo rozmieszczonymi fazami, przy jednoczesnym
dopuszczeniu jedynie catkowitych energii wiazki kwanto-
wej. Wskazano na zwiazek tego interferencyjnego podej-
$cia z teoriq degeneracji gazu Einsteina. Wiazki kwantowe
réwniez okazuja sie kluczowe dla wymiany energii miedzy
promieniowaniem a materia (thum. — M.K).®

Landé rozwinal te watki w kolejnych cze¢sciach artykutu. W pierw-
szym podrozdziale przypomnial on kwantowe wyprowadzenie czynnika
8nv?/c’, we wzorze na gestos¢ stanéw energetycznych promieniowania
ciala doskonale czarnego, przez Bosego (Bose 1924a, ss. 179—180; Lan-
dé 1925a, ss. 571-572).

Nastepnie Landé rozwazyl konkretny przypadek 1 wyznaczyl licz-
be mozliwych rozkladow ezzerech kwantdw $wiatta w #rech komorkach
fazowych o wielkosci h’, ustalonej przez Plancka’. Liczba tych réw-
nie prawdopodobnych rozkladéw wynosi 15 (Landé 1925a, s. 573, ta-
bela 1).* Oto one:

Tab. 1.

Kom.nt1 |4 (0|0 |3 |3|1]|]0|1(0|2]|2]0|2]|1]1

Kom.nt2 (0| 4|01 (0|3|3]0(1(2|0]|21|2]1

Kom.nt3 (0|0 |4 [01|0|1|3]|3|0]2|2|1]|1]2

Komentujac te wyniki, Landé zwrocil uwage, Zze kwanty swiatla mo-
glyby by¢ jednak a priori niezalezne, a przez to i odréznialne:

Nie jest bynajmniej oczywiste, ze te 15 mozliwosci jest
réwnie prawdopodobnych (,,maja takq sama wage”). Wrecz

¢ Niemiecki oryginal cytowanego tekstu zob. Landé 1925a, s. 571 i Kokowski 2021.
7 Planck (1906) rozwazal liczbe mozliwych réznych konfiguracji AN kwantéw
energii w AA oscylatorach; Debye (1910) — AN kwantow energii w AA wibracji natural-

nych; natomiast Laue (1914) — AN kwant6w energii w niezaleznych wiazkach promieni.

¥ Wynik taki (tzn. 15 przypadkéw) podat juz wezesniej Planck (1906, pp. 152—
—153), ktéry podal czterocyfrowe liczby, takiej postaci, ze kazda z cyfr wynosi 1 albo 2
albo 3, jesli element energii znajduje si¢ w rezonatorze 1 albo 2 albo 3. Wynik taki
podat takze Natanson, stosujac prostszy zapis tych przypadkéw (1911a, ss. 137-138,
§ 3; 1911c, ss. 660-661, § 3; 1913, ss. 58-061, § 42). Zapis Natansona powtorzyl tez
Landé (bez nawiazania do Natansona).
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przeciwnie, zakladajac wzajemnie niezalezne kwanty, nale-
zaloby si¢ spodziewac a priori, ze rozklad (3, 1, 0) bylby
czterokrotnie wazniejszy niz rozklad (4, 0, 0), poniewaz
ten ostatni mozna zrealizowac tylko w jeden sposéb, w jaki
wszystkie cztery kwanty a, b, ¢, d mieszcza si¢ w komorce
nr 1: (abed, 0, 0), w przeciwienistwie do pierwszego, ktory
mozna zrealizowaé na cztery sposoby: (abc, d, 0), (abd, c,

0), (acd, b, 0), (bed, a, 0) (ttum. — M.K.).
Co za tym idzie:

Réwne prawdopodobienistwo powyzszych 15 rozkladow
czterech kwantéw w trzech komoérkach nalezy zatem trak-
towac jako szczegdlne niejawne zalozenie fizyczne, le-
zace u podstaw obliczen Bosego i ktérego tresci nalezy
doszukiwa¢ si¢ w zdolnosci kwantéw do inferencji |[...]
(thum. — M.K))."

Innymi stowy, réwne prawdopodobienstwo takich 15 konfiguracji
oznacza, ze Bose — a takze wczesniej Planck, o czym nie wspomniat
jednak Landé — przyjeli w swych modelach niejawne fizyczne zaloze-
nie, nieodréznialnosé kwantéw Swiata o tej samej energii.

Wedtug Landégo przyczyna tego efektu jest ,,koherencja kwantéw
$wiatta” (1925a, s. 571) albo ,,pewna wlasnos¢ interfencyjna” kwantow
swiatla (1925a, s. 573), albo ,,interferencja kwantow $wiatta” (1925a,
s. 574); manifestuje si¢ ona w wyprowadzeniu przez Bosego termo-
dynamicznego prawdopodobienstwa makroskopowo zdefiniowanego
rozkladu kwantow $wiatla, w ktérym korzysta si¢ ze wzoru na liczbe
permutacji z powtdrzeniami (Bose 1924a, ss. 180181 / wersja ang:
Bose 1976, s. 1057).

Zdaniem Landégo w ogélnym przypadku liczba mozliwych konfigu-
racji (AW) AN kwantéw w AA komoérkach wedtug schematu rachunko-
wego Bosego okresla wzor:

(AN + AA-1)!

AW =
(AA4-1)! AN!

(Landé 1925a, s. 573, wzér 2),

’ Niemiecki oryginat cytowanego tekstu zob. Landé 1925a, s. 573 i Kokowski 2021.
1 Jak wyzej.
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ktory jest liczbg «kombinacji z powtérzeniami AA elementéw z AN
klas» (Landé 1925a, s. 573, wzor 2).

Twierdzac to, Landé przeoczyl wspomnie¢ w tym kontekscie, ze
wz06t ten podat juz Boltzmann (1877/1909 s. 181), Planck (1900, s. 240
1906, s. 152) oraz Natanson (1911a, s. 136; 1911c, s. 660), ktéry cyto-
wal Boltzmanna i Plancka, natomiast nie podal tego wzoru w swoich
publikacjach sam Bose (1924a; 1924b).

Zdaniem Landégo, doprowadzilo to Plancka do wyprowadzenia

wzoru:

AE
= (Landé 19250, 5. 573, wadr 3),
T

Nastepnie Landé — wzorem (niewymienionych z nazwiska) Bol-
tzmanna i Natansona — wyprowadzil rozktad Plancka z zalozenia nie-
odroéznialnosci kwantéw $wiatla i odréznialnosci komorek."! Punktem
wyjscia bylo okreslenie liczby réznych konfiguracji Aw N kwantow
swiatla w AA komérek, ktora jest okreslona rozkladem wielomiano-
wym dla liczb oblozenia grup (,,occupancy numbers of groups”) za-
miast dla samych liczb oblozZenia, to jednoczes$nie permutacja liczby
AA komorek z powtérzeniami liczb nieodréznialnych kwantoéw Swiatta

w komoérkach j =0, 1, 2, ... — z analogicznego wzoru korzystal juz np.
Boltzmann (1877/1909b, s. 176, wz. 3; s. 187 i Planck (19006, s. 152)) %

' Zob. Klein 1962, ss. 472-474 (poréwnanie podejscia Boltzmanna i podejscia
Plancka); Kuhn 1978, ss. 102—110 (opis podejscia Plancka); Pais 1979, ss. 893—-895
(poréwnanie podejscia Boltzmanna i Bosego); 1982, ss. 370, 423—428; 1986, s. 283
(poréwnanie podejscia Plancka i Bosego); Mehra, Rechenberg 1982/2001, ss. 566569
(poréwnanie podejscia Plancka i Bosego); Bergia 1987, ss. 223-227 / 2009, ss. 333-337
(poréwnanie podejscia Boltzmanna i Bosego); Bach 1988 (poréwnanie m.in. podej-
$cia Boltzmanna, podejscia Plancka, podejscia Natansona oraz Bosego); Bach 1990
(pordéwnanie m.in. podejscia Boltzmanna, podejscia Plancka oraz podejscia Natanso-
na); Monaldi 2009, ss. 387-388; 2019, ss. 319-320, 323-324 (poréwnanie podejscia
Boltzmanna, podejscia Plancka oraz podejscia Natansona); Enders 2016 (poréwnanie
podejscia Boltzmanna i podejscia Plancka); Saunders 2020, ss. 48—49 (poréwnanie
podejscia Boltzmanna i podejscia Natansona).

2 U Boltzmanna (1877/1909b, s. 176), to tzw. permutowalno$¢ rozkltadu energii
IT = nl / (wolwyl...), czyli liczba mozliwych konfiguracji, kompatybilnych komplek-

sji, dla energii uktadu E. Od czaséw Boltzmanna wzér ten odgrywa wazna role
w fizyce statystycznej zaréwno klasycznej, jak i kwantowej. Suma permutowalnosci to

J = (Hn-1)!/((n—1)1Al) Boltzmann 1877/1909b, s. 181) ma taka sama postaé jak AW

Landégo (zob. wzor podany na poprzedniej stronie). Planck (1906, s. 152) okreslat ja
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(a4)!
(2 AA)! (P AA)(p,AA).
gdzie p; i pAA — prawdopodobienistwo znalezienia j-kwantow Swiatla
w komoérce AA i liczba nieodréznialnych kwantéw §wiatta w komor-
kachj=0,1,2, ....
W kolejnym kroku Landé przyjal dwa elementarne zalozenia dla

liczb oblozenia, znane co najmniej od Boltzmanna (1877/1909, ss. 175—
—176, wzory 112, s. 205), zob. Landé 1925a, s. 575, wz6r 9:

AE
;p/ =L Z/l}?/&] = E

i wykorzystal znany, elementarny‘warunek, by log Aw osiagal maksi-

Aw =

(Landé 1925, s. 574, wz6r 8),

mum. W konsekwencji wyznaczyt wartosc:
P ,=Be ™ (Landé 1925a, 5. 575, wzor 10).
Dodatkowo, poniewaz:
dp,=1, B=1-¢",
p == (Landé 19254, s. 575, wzér 10).

Stad $rednia energia G na komorke wynosi:

7= g = ;g/ P = ﬁ (Landé 1925a, s. 575, wzér 11).

Z uwagi na wz6r 3, 3=1/kT i stad Landé otrzymal ostatecznie:
p == )M (Landé 19254, s. 575, wzor 107).
Dla granicznego przypadku ¢ < £T', Landé otrzymal ostatecznie:

_ & _jekT ,
p/._Ee k (Landé 1925a, s. 575),

a po wstawieniu u = kT:
E , ,
p,=—¢"" (Landé 19254, s. 575, wzor 12).
Tou
mianem Wabrscheinlichkeit (prawdopobiefistwo) i oznaczal symbolem W; natomiast we-
dtug Boltzmanna W = I1/]. Wiedzial o tych kwestiach Natanson (1911a, ss. 136-138;

1911¢, s. 660-661); zob. tez przyp. 20 (ponizej) i Darrigol 1991, szczegélnie ss. 244-250;
257; 293.
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Landé uwazal dodatkowo, ze kazdy kwant §wiatla nalezy traktowac
jako fale 1 przypisac jej nie tylko polaryzacje i amplitude (Ve), ale takze
faze (ip): Ve - ¢” oraz jako wielkos$¢ wektorows (a nie skalarna), skutkiem
czego superpozycja kwantéw Swiatla jest sktadaniem wektoréw (Lan-
dé 1925a, ss. 575-577). Ponadto zdaniem Landé’go analogiczny efekt
winterferencji lub superpozycji molekul” istnieje takze w teorii gazéw
Einsteina (Landé 1925a, ss. 577-578)."

3. Zapomniany list z Archive for the History
of Quantum Physics, 1898-1950.

W Archive for the History of Quantum Physics, 1898—1950, przecho-
wywanym w American Philosophical Society Library (Philadelphia,
PA, USA), znajduje si¢ zapomniany przez historykéw fizyki list Wiady-
stawa Natansona do Alfreda Landé, wystany 14 listopada 1925 1. z Kra-
kowa do Tybingi (jest on umieszczony w “Volume reel 4: reel-frame
19, Call Number Mss.530.1.Ar2”).

Natanson skierowal napisany po niemiecku list do Landégo po lek-
turze jego artykulu z sierpnia 1925 r. (Landé 1925a), ktéry dotart do
Krakowa dopiero w listopadzie 1925 r.:

a) odniost si¢ w nim do gloszonych przez Landégo tez;

b) przypomnial fakt, ze w marcu 1911 roku opublikowat po angie/-
sk artykal w Biulletin International de I'’Academie des Sciences de Cracovie.
Classe des Sciences Mathématiques et Naturelles Série Ay Sciences Mathématiques
(ss. 134-148 = Natanson 1911a),'* a w sierpniu 1911 1. jego niemieckie
tlumaczenie ,,Uber die statistische Theorie der Strahlung” w Physikali-
schen Zeitschrift wydawanym w Lipskn (tom XII, ss. 659—-666 = Natanson
1911c), w ktérym szczegdlowo analizowal kwesti¢ nieodréznialno-
sci kwantow w wyprowadzeniu prawa Plancka i omawial te same lub

13 Landé powtdrzyl te same rozwazania takze w monografii Die nenere Entwicklung
der Quantentheorie (1926b, ss. 13—19). Powrét Landégo do interpretacji falowej (wekto-
rowej superpozycji kwantéw) w wyprowadzeniu prawa Plancka wzbudzil zaintereso-
wanie Erwina Schrédingera — zob. dwa listy z 28 pazdziernika 1925 r. 1 16 listopada
1925: Schrédinger 1925a (dok. arch.); 1925¢ (dok. arch.) 1 przypis 15 (ponizej).

" Artykul ten ma polsko-angielski tytut ,,O teoryi statystycznej promieniowania. —
On the Statistical Theory of Radiation”, chociaz byly to jedyne polskie stowa w catym
artykule napisanym w jezyku angielskim.
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analogiczne przyklady jak zrobil to Landé, wskazujac odpowiednie stro-
ny z artykutu w wersji angielskiej (Natanson 1911a)".

Ponadto zdaniem Natansona oryginalnym pomystem Landégo
byla idea losowej wektorowej superpozyciji kwantéw swiatla, ale po-
mys! ten nalezy jeszcze rozwinaé w oparciu o prace Lorda Rayleigha
(1871/1899a; 1880/1899b; 1884, § 42a; 1888/1902; 1899/1903)."¢

Natanson w liscie tym dodal jeszcze dwa wazne komentarze, pierw-
szy dotyczacy problemem pierwszenstwa — Natanson uwazal to za try-
wialny problem, ktéremu nie warto poswigcac czasu, 1 drugi dotyczacy
rozumienia idei nieodréznialnosci czastek kwantowych — zdaniem Na-
tansona czytelnicy jego artykutu nie zrozumieli luki w probabalistycz-
nym podejsciu Plancka'”.

15 Polski przektad zob. Dodatek 2; niemiecki oryginat listu, jego transkrypcje oraz
angielskie thtumaczenie zob. Kokowski 2021, Appendix 2.

16

Inne uwagi krytyczne formulowal pod adresem tej idei Erwin Schrédinger
w liscie z 3 listopada 1925 r. do Alberta Einsteina (zob. Schrédinger 1925b (dok. arch)
orginal (s. 182), ang. tlumaczenie ang, (s. 121); Einstein 2018, doc. 101, ss. 182—183;
Mehra, Rechenberg 1987, s. 418) i 16 listopada 1925 1. do Landego (zob. Raman,
Forman 1969, s. 313).

Schrédinger, Exrwin 1925b (dok. arch) orginal (s. 182), thumaczenie ang, (s. 121): “Cur-
rently I am exchanging letters with Landé about his quantum interferences (Zeitschrift]
flar] Phys|ik], 33, p. 571) (= Lande 1925). The idea seems to me to be very interesting
but not properly thought through. How is Planck’s (instead of Wien’s) radiation law
supposed to result if the individual quanta are distributed throughout the cells, as if
they did the interference independently and only retroactively, inside their cells, but
only such that the mean energy of a larger number of cells, each containing j quanta
(of the same kind), is not altered by the interference? Landé’s response is: Well, it is not
the energy that is altered, but the entropy it is supposed to be judged from the result-
ing content of the individual cells. Very well. But the entropy here only plays the role
of a measure of probability. Consequently, if the probability is supposed to be judged
from the resulting cell content, well, then the quanta will not be distributed quasi inde-
pendently throughout the cells and the whole advantage of L’s conceptual approach,
which, of course, is supposed to be an explanation for the strange preference of quanta
to “squat together,” [...] seems to me to be lost. — Two other objections are aimed at
the faulty application of the formulas (which only apply with large numbers) to very
small numbers, and are less meaningful in principle than the first objection, if it is valid.”

Einstein po raz pierwszy uzyl wyrazen ,,Boseschen Statistik” (,,statystyka Bosego”)
i,,klassischen Statistik” (;,klasyczna statystyka”) w liScie do Schrédingera z 28 lutego
1925 1. — zob. Einstein, Albert 1925 (dok. arch.) — niem. oryg. (Einstein 2015a, Doc. 4406);
ang. przektad (2015b, Doc. 446); fakt ten odnotowata Daniela Monaldi (2019, s. 328).

7 Natanson mial racj¢ w kwestii nicodréznialnodci czastek kwantowych, gdyz

przyjeto ja traktowaé na gruncie mechaniki kwantowej jako niewyjasnialny dalej po-
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4. Komentarz z perspektywy metodologii historii fizyki

W wspomnianych powyzej artykutach L.andé analizowal model Bose-
go, a Natanson model Plancka;'® natomiast w liscie skierowanym do
Landégo Natanson zwrocil uwage, ze wlasnosci kombinatoryczne
i termodynamiczne modelu Bosego, wlacznie z wyjasnieniem zagad-
nienia nzeodrdgnialnosei kwantow Swiatla, zostaly juz wczesniej rozpozna-
ne w modelu Plancka, co zrobil wlasnie Natanson w swoim artykule
(1911a/1911¢), w ktérym pokazal, ze mozemy wyprowadzi¢ rozklad
Plancka energii promieniowania ciata doskonale czarnego:

jesli przyjmiemy za pewnik, Ze w procesie oszacowania
prawdopodobienstw nosniki energii mozna traktowac
jako rozréznialne i ze jednostki energii, bedac pod kaz-
dym wzgledem dokladnie takie same, nie moga by¢ trak-
towane w ten sposob (ttum. — M.K.).

unless we take for granted that, in the process of estimat-
ing probabilities, the receptacles of energy can be treated

stulat — zob. np. Dirac 1926, ss. 662, 667—-673; 1927, s. 12; 1930, ss. 198, 201, 208,
219-220; Heinsenberg 1926, ss. 422—-424; 1927; Wigner 1927a; 1927b; Pauli 1940,
s. 718. W wspomnianym artykule Dirac (1926, s. 673), jego autor blednie wyprowa-

dzil wz6r na rozklad energii molekul: wzoér réznit si¢ znakiem od obowiazujacego na
gruncie teorii Bosego-Einsteina, opartej na statystyce Bosego-Einsteina, ktéra Dirac
okreslal mianem teorii Einsteina-Bosego; blad ten powielili pézniej G.E. Uhlenbeck
1 P. Ehrenfest 1926 (dok. arch.), co zauwazyl Einstein 1926 (dok. arch.)).

Zob. tez: Sudarshan, Mehra 1970 (o klasycznej machanice statystycznej identycz-
nych czastek i kwantowych efektach); Mehra, Rechenberg 1982/2001 (o zwiazku
symetrii funkcji falowej i kwantowymi statystykami), ss. 757-768 (wyjasnienie bledu
Diraca: ss. 765-766); Mehra 2001, ss. 622—633 (wyjasnienie bledu Diraca: ss. 632-633);
Fraassen 1998, szczegolnie ss. 75-76 (postulat niezmienniczosci permutacji), ss. 79—82
(tozsamo$¢ bozondow); ss. 82—86 (teoretyczna unifikacja réznych statystyk); ss. 86—88
(kauzalno$c¢ i korelacje).

Obecnie badacze dostrzegaja ograniczenia przyjetego pogladu na temat identycz-
nych czatek w mechanice kwantowej — zob. np. Dieks 2020; Spalek 2020. Fakt ten nie
jest jednak zaskakujacy w $wietle istnienia obszaréw granicznych teorii okreslonych

przez granice parametru korespondujacego w kotekscie hipotetyczno-dedukeyjnej me-
tody myslenia korespondujacego (Kokowskiego).

18 W sensie epistemologicznym kazdy matematyczno-fizyczny model jest matema-
tyczno-fizyczna teoria. Zwyczajowo jednak w fizyce termin ,,model” rezerwowany jest
do nierozbudowanych teorii — zob. Bailer-Jones 2009, ss. 1-46; 8§1-105.

M. Kokowski SHS 20 (2021) | DOI: 10.4467/2543702XSHS.21.015.14046

519


https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rspa.1926.0133
http://hermes.ffn.ub.es/luisnavarro/nuevo_maletin/Dirac_QED_1927.pdf
https://www.academia.edu/6628871/Mehrk%C3%B6rperproblem_und_Resonanz_in_der_Quantenmechanik
http://hermes.ffn.ub.es/luisnavarro/nuevo_maletin/Pauli_spin_statistics_1940.pdf
https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rspa.1926.0133
https://einsteinpapers.press.princeton.edu/vol15-doc/753
https://doi.org/10.2307/j.ctv173f1xr.10
http://philsci-archive.pitt.edu/18684/1/AgainstRV.pdf
https://doi.org/10.4467/2543702XSHS.20.013.12569

520

Michat Kokowski
Wiadystaw Natanson i Alfred Landé a prawo Plancka, statystyka...

as distinguishable and that the energy-units, being in all re-
spects precisely alike, cannot be so treated (Natanson 1911a,
s. 139).7

wenn wir voraussetzen, daf bei dem Prozef der Waht-
scheinlichkeitsberechnung die Energiechalter als identifi-
zierbar behandelt werden kénnen, und daf die Energie-
einheiten, die in jeder Hinsicht volkommen gleich sind,
nicht als identifizierbar behandelt werden kénnen (Natan-
son 1911c, s. 602).*

19 Klaus Hentschel (2018, s. 2012), ktéry — niezgodnie ze stanem faktycznym —
uwazal, ze artykul Natansona w Biulletin International de 1.’ Academie des Sciences de Cra-
covie ukazal si¢ w jezyku polskim (a faktycznie ukazal si¢ w jezyku angielskim), podat
wlasne angielskie tlumaczenie tego cytatu z niemieckiej wersji artykutu Natansona:
»if during the process of calculating the probability we presume that it is possible
to treat the receptacles of energy as identifiable and that it is not possible to treat
the units of energy, which are the same in every respect, as identifiable” (Hentschel
2018, s. 82).

2 Wedtug autora artykutu nie ulega watpliwosci, ze Natanson przed Ehrenfestem
zrozumial zasadg nieodréznialnosci ,,elementéw energii” (rozumianych jako rachunko-
we fikcje czy byty empiryczne — zob. Dodatek 3. Swiadcza o tym: a) artykut Natansona
w wersji angielskiej (odczytany na posiedzeniu Wydzialu 6 marca 1911 r.; opubliko-
wany okoto 10 kwietnia 1911) i w wersji niemieckiej (otrzymany: 29 kwietnia 1911;
opublikowany: 15 sierpnia 1911); b) notatki Ehrenfesta od wiosny 1911 r. (przeoczyt
to spostrzezenie Navarro, Pérez 2004, ss. 118—124).

Ehrenfest znal prace Natansona: sam Ehrenfest wypowiadal si¢ o niej w liscie
z 16 pazdziernika 1911 r. do Sommerfelda (zob. Kokowski 2019, ss. 370-371,
przyp. 66); cytowal ja w swoich artykulach uczen Ehrenfesta G. Krutkow (1914a;
1914b), cytowal te prace Krutkowa takze sam Ehrenfest (Ehrenfest 1911; 1925 /
2016, s. 3, przyp. 6; Ehrenfest, Kamerlingh-Onnes 1915a/1915b) i polecal je innym
fizykom: dowiedziat si¢ o nich w ten sposéb np. Hendrik Antoon Lorentz — zob. Ko-
kowski 2019, ss. 372-374, przyp. 69—74. Tym niemniej Ehrenfest — co jest naganne —
konsekwentnie pomijal w swoich publikacjach artykuly Natansona (Ehrenfest 1911;
Ehrenfest, Kamerlingh-Onnes 1915a/1915b; Ehrenfest 1925 / 2016, s. 3, przyp. 6),
cho¢ sa one od nich zalezne.

Planck, podczas I Kongresu Solvaya, ktéry odbywal si¢ w Brukseli w dniach od
30 pazdziernika do 3 listopada w 1911 r., (Planck 1912, s. 104 / 1958, t. 2, s. 277)
odniost si¢ pozytywnie do wskazanego przez Natansona istnienia dwuznacznosci roz-
ktadu element6éw energii i dlatego zmienil wyprowadzenie wzoru na rozklad energii:
,» This calculation is completely unambigous, and nothing is left of the indetermination
recently pointed out by L. Natanson” (cytowane przez: Darrigol 1991, s. 254). Powo-
dem takiego wniosku Plancka byla jego wiara w definicje kompleksji (complexions)
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Trzeba tu wyraznie zaznaczy¢ trzy kwestie:
1) W analizach prawa Plancka Natanson podazal sladem Boltz-
manna.”'

Boltzmanna, ktéra miata usunaé t¢ dwuznacznosé (por. Darrigol 1988, s. 52). Dodam,
ze Planck nie mial racji: nowe wyprowadzenie dalej byto utomne (por. Darrigol 1991,
ss. 253-254).

Albert Einstein ani nie cytowal publikacji Natansona, ani nie dyskutowat ich w swo-
jej korespondencji — zob. Einstein 1916; 1917; 1924; 1925; 1930; Einstein, Ehrenfest
1923; Einstein 1987-2018; Pérez, Sauer 2010. Tym niemniej Einstein mial co najmniej

dwukrotnie okazje natknac si¢ na t¢ publikacj¢ Natansona: po raz pierwszy podczas
lub po I Kongtesie Solvaya w 1911 r., gdyz cytowal ja Planck 1912, s. 104, fn. 1 —
zob. Kokowski 2019, s. 372; po raz drugi z lektury, wspomnianego w liscie Otto Hal-
perna do Einsteina z 26 sierpnia 1924 r. (Halpern 1924 (dok. arch.)), artykutu Krutkova
(1914a), krytykujacego wyprowadzenie prawa promieniowania Plancka z zalozenia
Bosego o niezaleznos$ci kwantéw $wiatla i cytujacego artykuly Natansona (1911c)
i Ehrenfesta (1911) — zob. Kokowski 2019, s. 378, przyp. 80.

2l Natanson (1911a, ss. 134-138; 1911c, ss. 659-661; 1913, ss. 54-61) wzorem
Boltzmanna (1868; 1877) przedstawil opisy analizy konfiguracji uktadu statystycznego.

Szczegdlowo i wieloaspektowo wyjasnit zwiazane z tym kwestie Alexander Bach w wie-
lu waznych publikacjach — zob. Bach, Blank, Francke 1985; Bach 1985; 1987; 1988a;
1988b; 1990a; 1990b; 1990c¢; 1991; 1997, ss. 137—139; zob. tez Enders 2016, ss. 2-3.

Puktem wyjscia jest odrdznienie trzech pozioméw analizy uktadu statystycznego.

Podstawowy opis okreslaja zmienne losowe konfiguracji: uklad zlozony z N ato-
mo6w obdarzonych elementami / jednostkami energii; konkretny atom obdarzony jest
konkretnymi elementami/jednostkami energii (Natansonowskie ,,rozmieszczenie enet-
gii” / ,,mode of association”).

Drugi poziom okreslaja /Zegby gajetosii (,,occupation numbers”) zmiennych loso-
wych: liczby elementéw / jednostek energii w poszczegdlnych (ponumerowanych)

atomach: to Natansonowski ,,rozktad energii” / ,,mode of collocation”, ,,Anordnun-

gsart”’; jeden wiez (réwnanie warunkowe) na catkowita liczbe jednostek energii.
Trzeci poziom opisu okreslaja /iezby oblogenia (,,occupancy numbers”) zmiennych

losowych: liczby atoméw, ktdre posiadaja kolejne liczby elementéw/jednostek energii

Verteilun-

0,1,2,...); to Natansonowski ,,rozdzial energii”, ,,mode of distribution”

EET] EEL)

gsart” z dwoma wigzami (réwnaniami warunkowymi) na liczbe atoméw i na catkowita
liczbe elementéw/jednostek energii.

Dla przypadku, gdy umiemy odrézni¢ indywidualne atomy, a nie umiemy odréz-
ni¢ jednostek energii prawdopodobienistwo rozdziatu (zaleznego od /liezh oblogenia)
okresla miara prawdopodobiefistwa Boltzmanna P=[(N-1)Ia!N!]/[(N-+n-1)ININ;,!...
N,D], natomiast dla przypadku, gdy umiemy odrézni¢ zaréwno indywidualne ato-
my, jak i jednostki energii miara P = [Nln!]/[N" NIN;l...N 0N 1IN pINP). Uza-
sadnieniem wyboru miary Boltzmanna jest jej zwiazek z entropia (Natanson 1911a,
ss. 134-138; 1911, ss. 659—661; 1913, ss. 54-61).
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2) W artykule z 1911 r. Natanson nie mowil o kwantach §wiatta
(,,Lichtquanta”) — to termin wprowadzony w 1905 r. przez Einsteina,”
lecz o elementach energii (,,energy-units”, ,,Energieelemente”) — to ter-
min wprowadzony w 1900 r. do analizy prawa promieniowania §wiatia
przez Plancka w nawiazaniu do Boltzmanna (1872);” Natanson piet-
wotnie nie okreslit statusu ontycznego elementow energii; z nawiazania
przez Natansona do Boltzmanna (1872, s. 275 / 1909a s. 316) mozna
bylo jednak sadzi¢, iz byly one fikcjami matematycznymi; w pézniej-
szych jednak publikacjach z lat 1911-1924 Natanson szczegétowo wy-
jasnil, ze nie sa one fikcjami matematycznymi, cho¢ czasami wyrazal
pewne watpliwosci co do tego rozstrzygniecia — zob. Dodatek 3;

3) w liscie do Landégo z 14 listopada 1925 r. Natanson poruszyl
nowy watek: wskazal korespondujace elementy tych modeli: ,,komor-
ka przestrzeni fazowej” to odpowienik ,,noé$nika energii” (,,receptacle
of energy”, ,,Energichilter”), a ,,element energii” / ,,jednostka energii”,
utozsamiona zostaje z jednostka materialng posiadajaca dyskretne war-

tosci energii* — kwantem $wiatta.”

2 Zob. Einstein 1905; Wikipedia 2021.

# Planck 1900, s. 239: “The distribution of enetrgy over each type of resonator
must now be considered, first, the distribution of the energy E over the N resonators
with frequency v. If E is regarded as infinitely divisible, an infinite number of differ-
ent distributions is possible. We, however, consider — and this is the essential point —
E to be composed of a determinate number of equal finite parts and employ in their
determination the natural constant h= 6.55 x 10? erg sec. This constant, mult-
plied by the frequency, v, of the resonator yields the energy element e in ergs, and
dividing E by hv, we obtain the number P, of energy elements to be distributed over
the N resonators” (cyt. za: Kuhn 1978, ss. 104-105).

# Zdaniem Saundersa (2020, s. 48) Natansonowskie elementy energii sa jedynie
matematycznymi fikcjami i nigdzie ich nie utozsamit z kwantami: ,,He nowhere explic-
itly identified his energy-units as light quanta. They were abstract from the beginning
(he did not so much as mention the concept of frequency)”. To bledne tezy. Natanson
nie wypowiedzial si¢ na ten temat w swoich syntetycznie napisanych artykultach o teorii
promieniowania Plancka (1911a/1919¢), ale obszernie wyjasnit te kwestie w innych
swoich publikacjach — zob. Dodatek 3.

# Dotychczasowi badacze, nieznajac listu Natansona do Landégo, dokonywali
niezaleznych interpretacji zwiazkéw taczacych rozwazania Natansona i Bosego, tzn.
statystyke Boltzmanna-Plancka-Natansona ze statystyka Bosego. Wsréd nich wymienié
mozna tu analizy dokonane przez takich badaczy jak: Artur Kastler (1983, s. 616); John
Stachel (2000 / 2002, ss. 438-439); Silvio Bergia (1987, s. 344); Jagdish Mehra i Helmut
Rechenberg (2001, s. 559); Daniela Monaldi (2009, 2019); Simon Saunders (2020, s. 49)
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Bose i Einstein w latach 1924-1925 przeoczyli zagadnienie nieodrdz-
nialno$ci obiektéw kwantowych, gdys nie rozumieli wiedy subtelnosci rozwa-
%ari Natansona z 1911 £.*

Jednak wbrew tezie Friedricha Hunda z 1967 . Natanson nigdy nie
glosil, ze ,,sformutowal statystyke Bosego kwantéw §wiatla przed Bo-
se”,® gdyz nie podal w 1911 r. kwantowego wyprowadzenia gestosci
stanow energii, ktore przedstawil dopiero Bose w 1924 .’ i w latach
1911-1923 mial pewne watpliwosci co do realnosci kwantow $wiatla,
ktore jednak w latach 1924—1925 znacznie ograniczyl (zob. Dodatek 3).

Trafna jest natomiast nadal teza, iz Natanson jako pierwszy twier-
dzil, ze aby wyprowadzi¢ prawo Plancka nalezy przyjaé zasade nieodréz-
nialnosci obiektéw kwantowych (faktycznie jednostek energii, elementéw
energii albo kwantow $wiatla, zob. Dodatek 3). Glosili te teze w tej
czy innej formie m.in. Max Jammer (1966, s. 51), Friedrich Hund
(1967/1974; 1975; 1980) oraz Artur Kestler (1983) i inni*.

5. Zapomniany list od Alfreda Landégo
do Wtadystawa Natansona

W tomie 10 korespondencji Wtadystawa Natansona zgromadzone;j
w Bibliotece Jagiellofiskiej i ss.nej online znajduje si¢ przeoczony dotad
przez historykow fizyki list Alfreda Landégo do Wtadystawa Natanso-
na, wystany 18 listopada 1925 r. z Tybingi do Krakowa 1 bedacy odpo-
wiedziq na list Natansona z 14 listopada 1925 r.

W tym napisanym po niemiecku liscie LLandé: a) podkreslit, ze nie-
stety nie znal wczesniej artykutlu Natansona z 1911 1. (mimo iz artykut

oraz Alexander Bach (zob. prace wskazane w przyp. 16). Interpretacje te sa krytycznie
omowione w Dodatku 5.

% Pot. Kojevnikov 2002, ss. 201-202; Pérez, Sauer 2010, ss. 12-16; Kokowski
2019, s. 381.

# Pot. Friedrich Hund (1967, ss. 25-26, 134, 153—154; (tlum. ang,) 1974, ss. 30,
145; (thum. ros.) 1980, ss. 26, 123): “Die Abzihlung, die Natanson verdeutlicht hat, ist
genau die, die Bose spiter auf Lichtquanten anwandte und die man jetzt Bose-Statistik
nennt” (Hund 1967, s. 26); “This method of counting events, that Natanson made,
is exactly the one, which Bose later made for light quanta, and is now called Bose
statistics” (Hund 1974, s. 30) — cytowane w: Kokowski 2019, s. 348.

# Autor artykutu przez statystyke rozumie tutaj model statystyczny zjawisk.

% Por. Kokowski 2019, ss. 395-396.

30 Zob. Kokowski 2019, ss. 348—357.
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byt opublikowany po angielsku w Bulletin International de I'Academie des
Sciences de Cracovie. .. 1 po niemiecku w Physikalischen Zeitschrift — M.K.),
b) wyrazil uznanie dla fundamentalnych dokonan Natansona ujaw-
niajacych — jak to ujal — dwuznaczno$¢ teorii Plancka niezauwazona
przez setki innych fizykow teoretykéw oraz c) zlozyl obietnice, ze be-
dzie cytowal artykul Natansona przy nadarzajacej si¢ okazji.

Ponizej podaje tres¢ tego listu w polskim przektadzie:

Tybinga, 18 listopada 1925 r.

Drogi Panie Kolego!

Bardzo dzigkujg za list i wzmianke o Padskich §wietnych badaniach
z 1911 r. Jestem wlasnie po lekturze Panskiego opracowania i szczerze
zaluje, Ze nie bylo mi wezesniej znana.

Panskie jasne 1 doglebnie krytyczne oraz przemyslane rozwazania
majgq fundamentalne znaczenie dla kazdego teoretyka kwantowego
1 jest to doprawdy dziwne, ze zaden z setek naszych teoretykéw poza
Panem nie natknal si¢ jeszcze na dwuznacznosc teorii Plancka.

Z tego powodu z wielka checig wykorzystam najblizsza okazje, aby
wspominie¢ o Panskiej waznej i fundamentalnej pracy. Przesle Panu
w tym samym czasie przedruki.

Z wyrazami glebokiego szacunku, szczerze Panu oddany,

A. Landé”

6. Artykut Gerlacha i Landégo (1926)
oraz monografia Landégo (1926, IT wyd.)

27 stycznia 1926 r. Walther Gerlach i Alfred Landé przestali do Zeir-
schrift fiir Physik artykul pt. ,Ein Experiment tiber Kohirenzfihigkeit
von Licht”, ktéry ukazal si¢ juz w marcu 1926 1. (vol. 34, ss. 169-173).
W artykule tym autorzy wspomnieli artykul Natansona z 1911 r. w na-
stepujacym kontekscie:

Z punktu widzenia najbardziej rygorystycznej teorii
kwantowej §wiatla, interferencji nie mozna w ogéle zro-
zumiecV. Jednak prawo Plancka promieniowania w podobszarze

! Niemiecki oryginal listu, transkrypcja listu oraz angielski przektad — zob. Ko-
kowski 2021, Appendix 3.
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Rayleigha-Jeansa juz prowadzi do odriucenia rygorystyezne kon-
cepei kwantowego Swiatla®. Jednak ztagodzenie teorii kwan-
towej Swiatla dostarcza tu rady, a mianowicie wymog, aby
kwanty $wiatlo nalezace do tej samej wigzki elementarnej
nie laczyly swoich energii addytywnie, ale raczej skladaty
si¢” po przypisaniu im faz po polaryzaciji. Jednak przy tym
dodatkowym zaloZeniu zjawiska interferencji nie sq jeszcze
wystarczajace; poniewaz czesci wigzki Swiatla moga row-
niez interferowad, jesli wigzka swiatla jest tak fioletowa lub
tak staba, Ze nalezy do zakresu widmowego Wiena. W tym
drugim przypadku jednak wickszo$¢ elementarnych wia-
zek kwantéw $wiatla jest pustych i tylko w wyjatkowych
przypadkach wigzka przenosi pojedynczy kwant §wiatla,
a oblozenie kilkoma kwantami §wiatla jest catkowicie po-
mijalne. Zdolnos¢ swiatla Wiena do interferencji wymaga
zatem superpozycji ulamkow kwantu $wiatla” ** (ttuma-
czenie, kursywa — M.K.).

Y Por. np. Landé 1926b, przyp. 2, s. 322.

2 Natanson 1911c.
9 Landé 1925.

W taki sam bardzo zwigzly sposéb Landé zacytowal prace Natansona
jeszcze w jednej swojej publikacji — w Bibliografii IT wydania monografii
Die nenere Entwicklung der Quantentheorie (1926b, s. 169, no. 45).

Tak wiec Landé zrealizowat zlozona obietnice Natansonowi w liscie
18 listopada 1925 r., ale zrobil to w bardzo zdawkowy i enigmatyczny
sposéb, znacznie odbiegajacy od tresci listu wystanego do Natansona.”

7. Konkluzje

W artykule tym udalo si¢ ustali¢ nastepujace niezbite wazne fakty:

a) w1926 r. znani fizycy Walther Gerlach i Alfred Landé wspomnieli
co najmniej dwukrotnie w ich publikacjach dotyczacych wlas-
nosci $wiatla artykul Natansona z 1911 r. (w wersji niemieckie;j:

1911c);

> Niemiecki oryginal zob. Gerlach, Lande 1926, p. 170 i Kokowski 2021.
¥ Autorowi artykulu nie sa znane zadne dokumenty archiwalne, kt6re wyjasnilyby

powdd takiej decyzji i nie wdaje si¢ w spekulacje na ten temat.
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b) stalo si¢ tak na skutek wymiany miedzy Natansonem a Landé
dwoch listow w jezyku niemieckim z 14 listopada 1925 1.1 18 lis-
topada 1925 r. (po raz pierwszy tu opublikowanych wraz z prze-
kladami na jezyk angielski i jezyk polski).

Jak wskazal Natanson w przestanym liscie z 14 listopada 1925 r.,

wyprowadzenie przez Landégo rozkladu Plancka, jest analogiczne do
sposobu, ktory w 1911 r. przedstawil Natanson (oparte na podejsciu

Boltzmanna: uzyciu lezby oblogenia zmiennych losowych konfiguracii
uktadu statystycznego zlozonego z N atoméw obdarzonych elementa-
mi / jednostkami energii).

Mimo iz w 1926 r. artykul Natansona z 1911 r. (w wersji niemiec-
kiej) zostal dwukrotnie zacytowany przez Walthera Gerlacha i Alfreda
Landégo nie wzbudzil — wedlug mojej dotychczasowej wiedzy — jed-
nak zainteresowania w publikacjach naukowych 1 zostal zapomniany az do
ukazania si¢ trzech monografii z historii fizyki: Edmunda Taylora Whi-
thakera (1953), Maxa Jammera (1966, s. 51) oraz szczegolnie Friedricha
Hunda (1967/1974, 1975, 1980).*

* Zob. odpowiednio Kokowski 2019, ss. 399-400 (o Whithakerze) i ss. 346347
(o Hundzie). W artykule tym przeoczono uwagi Jammera na temat Natansona. Wedlug
Jammera jednoczesnie dwéch badaczy Ehrenfest (1911) i Natanson (1911a / 1911¢)
niezaleznie dostrzeglo, Zze hipoteza nieodziatywujacych kwantéw Einsteina nie pro-
wadzi do prawa promieniowania Plancka, lecz do prawa Wiena. Jammer jako pierwszy
strescil na czym polegalo podejscie kombinatoryczne Natansona:

“In his analysis of the precise assumptions underlying Planck’s combinatorial pro-
cedure in which P energy elements ¢ were distributed among N «receptacles of ener-
gy» so that N receptacles each contain j energy elements, subject to the restrictions
X N; = N and X jN; = P, Natanson called the correlation of je with N;, that is, sorting
the receptacles according to their energy content and specifying the number of recep-
tacles which have equal energy content, a «mode of distribution,» in setting up a «mode
of distribution» Natanson emphasized, no account is taken of a possible «identifiability»
or distinguishability, as we would say today, of receptacles or of energy elements. How-
ever, as soon as the former are regarded as individually identifiable, every given «mode
of distribution» ramifies into a number of «modes of collocation» which specifies the
number of energy elements in each individual receptacle. Finally, if the energy elements
are also considered as identifiable, each «mode of collocation» splits into a number
of «modes of association» which associates individual energy elements with individual
receptacles. Natanson then pointed out that the thermodynamic probability of a given
«mode of distribution» depends notably on whether all “modes of association» or all
«modes of collocation» are regarded as equally probable, and he showed that Planck,
in contrast to Einstein, adopted the latter alternative” (Jammer 19606, s. 51).
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Dodatek 1.
Wprowadzenie metodologiczno-socjologiczne

Kazda teoria matematyczno-fizyczna tworzona jest zbiorowym wysil-
kiem spotecznosdci naukowej w wyniku ztozonych interakeji dotycza-
cych analizy zagadnienn matematyczno-fizycznych, sztuki prowadzenia
badan naukowych, stylow naukowych i stylow myslenia (Fleck, Crom-
bie) oraz sztuki argumentacji, m.in. stylow rozumowan (Hacking), i sztu-
ki perswazji.

Interakcje te doprowadzily do wylonienia si¢ juz w czasach sta-
rozytnych ogélnej metody nauk Scistych, ktéra w terminologii auto-
ra artykulu okredlana jest mianem hipotetyczno-dedukcyine metody myslenia
korespondencyjnego.”® Stosowanie tej metody okresla styl matematyczno-
-fizyczny badan naukowych wraz ze stylem myslenia i stylem rozumowan.

Dzigki stosowaniu tej metody tworzone sa matematyczno-fizycz-
ne teorie zjawisk. Postulowane teorie sg tak konstruowane, by by¢ we-
whnetrznie spojne i by ,,zachowywac zjawiska”, tzn. by predykcje teorii
byly zgodne z pomiarami empirycznymi.*
rie sg stale przeksztalcane i uogélniane (manifestuja si¢ tu mechanizmy
ewolucyjno-rewolucyjne), zachowujac w ten sposéb pamigc o wezesdniej-
szych teoriach (ich sktadowych teoretyczno-empirycznych).

W powtarzajacym si¢ stale w dziejach nauk matematyczno-fizycz-
nych procesie reinterpretacji i uogélniania istniejacych teorii wazna
role pelnia:

a) parametr korespondencyjny,

b) postulat korespondenciji teorii,

W toku rozwoju nauki teo-

Jammer sformutowal mocna konkluzje: “If was in Natanson’s analysis of Planck’s sta-
tistical procedure that the problem of the distinguishability of elementary entities was raised for the
Sorst time” (tamze; kursywa — MLK).

Max Jammer (1966) mylil si¢ jednak co do jednoczesnosci osiagnie¢ Ehrenfesta

i Natansona, pierwszenistwo nalezy tu do Natansona — zob. powyzej przyp. 15.

» Od czaséw Thomasa S. Kuhna (1962) i Paula Feyerabenda (1975) filozofowie
nauki i socjologowie wiedzy naukowej powszechnie negujg istnienie metody nauko-
wej. To powazne nieporozumienie — zob. Kokowski 1996, ss. 10-25; 2004, ss. 59—62;
2012; 2015.

* To znane zagadnienia historii i filozofii nauk matematyczno-fizycznych, wywo-
dzace si¢ z tradycji Platona (Timajos), Ptolemeusza (Almagest) i Kopernika (Commen-
tariolus, De revolutionibus) — zob. Kokowski 2004, pp. 92-95, 157—162 — oraz Einsteina —
zob. Holton 1979; Howard, Giovanelli 2019.
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) zasada korespondencgji teori,

d) eksperyment myslowy ze zmiang wartosci parametru korespon-
dencyjnego;

e) obszar graniczny teorii wyznaczonego przez granicg parametru
korespondujacego (zwykle 0 lub ©0).%

W kazdej teorii matematyczno-fizycznej mozna wyrdznic trzy war-

stwy semiotyczne:

* warstwe matematyczng: okreslony jezyk matematyczny (warstwa
ta okresla syntaktyke teorii);

* warstwe¢ quasi-bytoéw: hipotetyczne byty fizyczne, ktore stuza wy-
jasnianiu zjawisk; traktuje si¢ je albo jako rachunkowe fikcje, albo
byty empiryczne, co uzaleznione jest od warstwy empirycznej te-
orii, wskazanej ponizej (warstwa ta wspolnie z warstwa empiry-
czng okresla semantyke teorii);

* warstwe empiryczng: wyznaczona przez zasady koresponden-
cyjne, ktére albo tacza nowa teori¢ ze starymi teoriami, albo
bezposrednio prowadza do pomiaru parametréw nowej teorii
(warstwa ta wspolnie z warstwa quasi-bytow okresla semantyke
teorii).”

Warstwy te nie muszg¢ by¢ weale jednolite. Przy pomocy szczegbto-
wych badan historycznych — swoistej archeologii wiedzy naukowej —
mozemy ujawni¢ w badanych teoriach istnienie ukrytych podwarstw
semiotycznych dziedziczonych po poprzednich teoriach.

W szczegblnosci stosowane konwencje nazewnicze praw, regul oraz
teorii s3 czesto bardzo ztudne, skrywajac faktycznych wspotautorow ta-
kich odkry¢. By temu zaradzi¢, nalezy po pierwsze pamigtac o tej niebez-
piecznej cesze konwencji 1 pod drugie uzupetniac liste najwazniejszych
wspolautorow takich odkry¢ (Kokowski 2019, s. 398). Tym niemnie;j
kazda konwencjonalna nazwa tego typu zawsze pozostaje tylko konwen-
cja 1 jako taka nie ujawnia kompletu faktycznych wspotautoréw odkryc.

37 Zob. Kokowski 1996, ss. 10-25; 2004, ss. 59—62; 2012; 2015.
8 Ibidem; ponadto zob. Badino 2015a; 2016 (rozwazania o strukturze teotii i pro-

cesie rekonfiguracji metod, pytan badawczych oraz ram epistemologicznych histo-
riografii mechaniki kwnatowej); Hentschel 2006; 2018 (rozwazania na temat historii,
modeli mentalnych oraz warstw semantycznych pojecia ,,kwantu $wiatta”); Hacking
1982; 1990; 1992a; 1992b; 2002; 2012; Gavroglu 1990; Pickering 1992; Elwick 2012;
Monaldi 2019 (rozwazania na temat statystycznego stylu rozumowan; praktyk i kultur

badawczych; warstw historii).
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W rozwoju nauki wydarzaja si¢ tzw. (r)ewolucje naukowe (termi-
nologia M. Kokowskiego), bedace efektem zaréwno proceséow ewo-
lucyjnych, jak i proceséw rewolucyjnych, gdyz ,,ewolucje naukowe”
1 ,,rewolucje naukowe” to opisy komplementarne rozwoju nauki (Ko-
kowski 2015).

Dodatek 2.
Polski przektad listu od Wtadystawa Natansona
do Alfreda Landé (14 November 1925)

ul. Studencka 3
Krakéw (Polska)
14 listopada 1925 .

Drogi Panie Kolego,

Pozwoélcie mi wyrazi¢, drogi Kolego, moja rados¢ i zainteresowanie,
z jakimi czytam Panska pickna 1 wazna rozprawe ,,Lichtquanten und
Kohirenz” [,,Kwanty $wiatla i koherencja”| w Zeit/schri|ft fiir Physik tom
33 (1925), s. 571. Jesli jeste$my zmuszeni przypisaé¢ kwantom $wiatla po-
laryzacje i faze, wowczas e -¢” jest przypadkowe.

Skladamy wektory, wiec jestesmy daleko od pierwotnych idei kwan-
towych, powrdécilismy do teorii falowania, cho¢ nie do klasycznej teo-
rii. I to jest podstawowe stwierdzenie. Bardzo przekonujaco pokazat
Pan na s. 573, Ze rozklad (2) Bosego (jak 1 Planckal) jest a priori nieak-
ceptowalny.

Juz w 1911 r. podalem bardzo podobne rozwazania w rozprawie
,,O statystycznej teorii promieniowania”, opublikowanej w Biuletynie Mie-
dzynarodowym Polskiej Akademii w Krakowie |de facto w Binletynie Migdzyna-
rodowym Afkademii Umiejetnosci w Krakowie, gdyz w 1919 roku dokonano
zmiany nazwy ,,Akademia Umiejetnosci w Krakowie” na ,,Polska Aka-
demia Umiejetnosci”] w marcu 1911, ss. 134148 1 w niemieckim ttuma-
czeniu, zaméwionym przez pana Maxa Ihle’a i wydrukowanym 7z extenso
w Physikalischen Zeitschrift, Lipsk 1911, tom XII, ss. 659-6606. Przesylam
Panu odbitke tej pracy z wrzesnia 1911 r.

Jesli poréwna Pan swoja s. 573 z moimi ss. 135, 137-138, od razu si¢
Pan przekona, ze kierowal nami ten sam pomyst. Panskie ,,dystrybu-
cje” (,, Verteilungen”) odpowiadaja moim ,,kolokacjom”, Paniska ,,moz-
liwosci realizacji” (,,Realisierungsmoglichkeiten) — moim ,,asocjacjom”.
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Prosty przyklad Plancka, 4 kwanty w 3 komoérkach, rowniez znaj-
duje si¢ u mnie (§ 3) (ss. 137-138). Na ss. 138-140 (§4) doszedlem do
whniosku, ze jesli P (moja SL (10) s. 137), a nie P ((11) s. 137) jest naj-
wazniejszq miara prawdopodobienstwa, to wynika z tego, ze kwanty sa
Hhierozroznialne” miedzy soba (w przeciwienstwie do komorek, ktod-
re mozna odrézni€). — Panskie wielko$ci py, py, ... sa proporcjonalne
do moich Ny, Ny, N, ... Padskie warunki (9) sa moimi warunkami (I)
1 (II) w § 1; Panski warunek (8) jest u mnie jako warunek (6), s. 136 itd.
W § 5 (ss. 140—141) przyjalem juz log Aw = Max i znalazlem rozklad
2= B e7 (10) s. 575 w (ITI), s. 141. Pasiskie réwnanie (10”) jest takze
identyczne z moim (10), s. 148; oméwilem przypadek e << kT (patrz
§ 7, ss. 141-1421 § 10, ss. 147-148).

Nigdy nie myslalem o wektorowej — losowej superpozycji kwantow,
ktore stanowi rdzent Pana badan (i wydaje mi si¢, ze to glowny pomyst).
W zwigzku z tym, ze jak wierze, to owocny pomysl, prosze pozwoli¢, ze
skieruje Pana do dziet lorda Rayleigha (Proc. Lond. Math. Soc. 111, 1871,
Phil. Mag. X, 1880; Enc. Brit. 24, 1888; Theory of Sounds 1, § 42a, 2. wy-
danie, 1884; Phil., Mag. 47, 1899; Scientific Papers 1, ss. 76, 491; 111, s. 52;
IV, s. 370), ktory na dtugo przed Markoffem zajat si¢ tym samym pro-
blemem i rozwigzal go wszechstronnie.

Kwestie personalne i roszczenia o pierwszeistwo sa na ogol trywi-
alne, a nawet nieznosne, i jestem daleko od tego. Chcg Pana o czyms
zapewnic. Otz zawsze wydawalo mi si¢, ze moj sprzeciw wobec logicz-
nego uzasadnienia idei probabilistycznego podejscia Plancka nie zostal
uwzgledniony, [gdyz] moze nie zostal zrozumiany. Dzi$ szczegdlnie cie-
sz¢ si¢, ze niezaleznie ode mnie, doglebnie interpretuje Pan te same idee.

Moze moge Pana poprosi¢, drogi Kolego, o wspomnienie w kil-
ku stowach przy jakiej$ okazji mojej pracy z 1911 r. Bylbym takze bar-
dzo wdzigczny za przeslanie (jesli to mozliwe) odbitek z wrzesniowego
numeru Z/eitschrilft f. Physik — mam do niego ss. dopiero wiele tygodni
(a nawet miesiecy) po jego ukazaniu sie.

Z wyrazami mojego szczeg6lnego szacunku pozostaje
Panu oddany Wtadystaw Natanson®

¥ Niemiecki oryginal listu i jego transkrypcje oraz jego angielski przeklad, zob.
Kokowski 2021, Appendix 2.
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Dodatek 3.
Spektrum stanowisk Wtadystawa Natansona
w kwestii statutu ontologicznego kwantoéw energii

Natanson wypowiadat si¢ na tytulowy temat w latach 1911-1925 i for-
multowal rézne stanowiska. Dowodem na to sa jego uwagi przedsta-
wione w jego publikacjach: Natanson 1911a; 1911b (I wersja)/1912a
(= odbitka 1911b); 1911c; 1912a; 1912b; 1913; 1923; 1924b (= 1I wer-
sja 1911b)).

W swoich najbardziej znanych artykutach 1911a/1911c, a takze
1912b Natanson pominat to zagadnienie. Mozna bylo stad wywies¢
wniosek, ze traktowal elementy energii / jednostki energii jako fikcje ra-
chunkowe, gdyz wspominal on, ze tak traktowal je Boltzmann w 1872 .

Jednakze w referacie pt. ,,O promieniowaniu” wygloszonym 19 lipca
1911 1. podczas X1 Zjazdu Lekarzy 1 Przyrodnikéw Polskich w Krako-
wie (18 — 22 lipca 1911 r.) Natanson (1911b/1912a) glosil jednoznacz-
ny poglad, ze kwanty energii istnieja w rzeczywistosci, bo przemawia
za tym fizyka zjawisk gazowych i promieniowania $wiatfa (a konkretnie
istnienie zasady korespondencji taczacej statystyke Boltzmanna-Planc-
ka-Natansona ze statystykq Maxwella-Boltzmanna); kwanty energii nie
sq jednak niezmiennymi atomami:

Slyszymy niekiedy lub czytamy zdanie, wedlug ktérego
hypoteza skoniczonych jednostek energii jest pozyteczna,
poniewaz pozwala oblicza¢ prawdopodobiefstwa rozma-
itych rozdzialow energii i tem samem wskazuje posrod
nich najprawdopodobniejszy. Gdyby powolanie jej na tem
polegato wylacznie, hypoteza jednostek bytaby w ostat-
niej instancji tylko wybiegiem rachunku. Jednakze wydaje
mi si¢, ze ona bynajmniej nim nie jest. Jesli przypusci-
my, ze jednostka energii staje si¢ coraz mnigjsza 1 dazy do
zera, wowczas rozdzial najprawdopodobniejszy nie sta-
je si¢ wcale mglisty i nieokreslony, lecz dazy do przejscia
(przynajmiej co do istoty rzeczy) w klasyczny rozdziat Ma-
xwella, znany z Teoryi Gazow. Planck w Teoryi Promie-
niowania odszedl od Maxwell’'owskiego typu rozdziatu
1 przerzucal si¢ niemal w przeciwng krancowosé. Azeby
zrozumie¢ t¢ okoliczno$é, powinni§my pamigta¢ o tem,
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ze, gdy quanta, sa male, liczba ich w danym ukladzie musi
tem samem by¢ znaczna.

[...] Stanmy teraz na stanowisku hypotezy elemen-
tarnych jednostek energii i powiedzmy zupelnie ogélnie:
w Kinetycznej Teoryi Gazéw musimy przypuszczac, azeby
dojs¢ do Maxwell’owskiego sposobu rozdzialu energii, ze
stosunek liczby obecnych jednostek do liczby czasteczek
jest olbrzymi, ze, biorac rzeczy praktycznie, jest nieskon-
czenie wielki; w Teoryl Promieniowania, przeciwnie, sto-
sunek #/N jest malym ulamkiem; formuta (1) artykutu
X-go [to prawo rozkladu energii promieniowania Planc-
ka] wypada w tem zalozeniu. W Teoryi Gazow roztrzasa-
my zatem przypadek ukladu, suzo uposazonego w energia;
w Teoryi Promieniowania, przeciwnie, widzimy, jakie wy-
nikaja nastepstwa, gdy uklad jest s&gpo, ubogo, zaopatrzo-
ny w energiq. Mamy tutaj dwa skrajne i wprost przeciwne,
a bardzo szczegdlne przypadki prawidtowosci znacznie
bardziej ogdlnej, ale i bardziej zawilej. Ta prawidlowosc,
ktéra bedziemy musieli nauczy¢ si¢ postugiwac, stano-
wi niewatpliwie fundament przysztej Teoryi Kinetycznej
wszelkich stanéw skupienia Materyi. Juz dzisiaj widzimy
poczatki Kinetycznej Teoryi Cial Stafych, ktéra Einste-
in, ze zwyklg §mialoscig i z niemalem juz powodzeniem,
wedlug analogicznych zaryséw niedawno zaczal budo-
wac. Krotko mozemy powiedzieé, ze w owej Teoryi pa-
nuje to, co lezy na dnie prawa Plancka” (Natanson 1911b,
ss. 158-159).

Istnieja elementarne guanta, czyli jednostki energii; tego
nas ucza, w o$wietleniu Rachunku Prawdopodobienstwa,
fakta kardynalne w Dziedzinie Promieniowania. I ten re-
zultat opanowywa natychmiast cale nasze myslenie (Na-
tanson 1911b, s. 157).

Lecz czemze jest ,,atom energii”’? Czy podobna zro-
zumie¢ laczno$é, spojnig, niepodzielnos¢ pewne) okres-
lonej ilosci energii? Same przez si¢ nasuwaja si¢ podobne
pytania. Gdyby$Smy prébowali wyrazi¢ (w sformutowaniu
najbardziej ogélnem) istotng #res¢ zdobyczy, ktéra wzboga-
ceni zostalismy przez Plancka teorya, czy nie moglibysmy
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powiedzie¢: iz Planck w fundamentalnych faktach pro-
mieniowania wyczytal istnienie w Naturze pewnej nieciq-
glosci. Ale w czem ta nieciaglo§é? Mozemy wyobrazac ja
sobie bezposrednio w emisyi i w absorbeyi promieniowa-
nia, dokonywanej przez ostatnie czastki materyi; albo tez,
jak Planck przed niedawnym czasem okazal, mozemy ja
przenies$¢ do samej tylko emisyi. Powracajac do Newtona,
moglibysmy przypuscié, ze nieciagtos¢ tkwi w przestrzen-
nej naturze promieniowania, jak tego probowali domyslac
si¢ niektorzy uczeni; albo moze w strukturze powszech-
nego eteru. Zwazywszy, ze napotykamy nieciaggtos$¢ w pew-
nem pojecin, mianowicie w pojeciu energii, tatwo widzi-
my, ze bedziemy mogli owa nieciaglo$c niejako przesuwac
do rozmaitych z kolei porzadkéw myslenia; moze umie-
$cimy ja wreszcie w pojeciu czasu albo w pojeciach czy-
stej geometryi; ale pozby¢ si¢ jej nie potrafimy zadnym
sposobem.

Jezeli tak jest, czy wogodle podobna dynamicznie albo
elektromagnetycznie zrozumie¢ guantum energii? Dynami-
ka 1 Elektromagnetyczna Teorya, przynajmniej w zwyczaj-
nej, biezacej postaci, operuja pojeciami, ktore zawsze sq
ciagle; 1 jedna 1 druga, w klasycznej postaci, prowadzi do
Zasady Ekwipartycyi Energii; a ta, jak wiemy, jest zaprze-
czeniem dzisiejszej, sprawdzonej formuly Promieniowania.
Wiktamy si¢ w sprzecznosciach, gdy usitujemy wyobrazi¢
sobie guanta energii jako przesylki, jakies tadunki albo po-
ciski energii, biegnace w zwyklej przestrzeni i w czasie,
wedlug zwyczajnych praw, ktore we wszystkiem dopatruja
si¢ ciaglosci. Moglismy byli przewidzie¢ to niepowodzenie.
Krétko powiedzmy, ze ciagly model, nieciagle jednostki
energii jest niemozliny. Ale zastanowmy si¢ nad tem: czy jest
nam naprawde potrzebny? Pojecie jednostek energii poczy-
na by¢ elementem naszego sposobu pojmowania Natury.
Jezeli okaze sig, jak mozna przypuszczad, nieodzownyn jego
czynnikiem, tedy musi przenikna¢ do catego naszego my-
§lenia i przeobrazi¢ to wszystko, co nie jest z nim dzisiaj
zgodne 1 spojne (Natanson 1911b, ss. 159-160; wyrdznie-
nie kursywa pochodzi od Natansona — M.K.).
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Mimo takich jednoznacznych wypowiedzi, Natanson mial jednak
watpliwosci czy ma racje w kwestii rozumienia kwantéw. W 1913 r.,
komentujac w rozprawie pt. ,,Zasady Teoryi Promieniowania (Princi-
pes de la Théorie du Rayonnement)” wybor miary prawdopodobien-
stwa Boltzmanna P zamiast P, Natanson zacytowal krytyczna uwage
polskiego fizyka Kamila Krafta (1873—-1945):

Co tkwi na dnie tego faktu? czego mozna si¢ z niego na-
uczy¢? Jestesmy jeszcze dalecy od posiadania odpowiedzi
na te i inne pytania. Moznaby bylo przypuszczaé (uwage
te uczynit Dr. K. Kraft), Ze fizyczne znaczenie pojecia P
oraz niepowodzenie P jest wskazowka istnienia w naturze
molekularnych nieciaglo$ci materyi i nie-istnienia rzeczy-
witych ,,quantéw” czyli nieciaglosci energii. Lecz powin-
ni$my wyznad, ze ta wskazowka jest dzisiaj jeszcze niejasna
i watta (Natanson 1913, ss. 60—61).%

Dziesigc lat pézniej, czwartego kwietnia 1923 r., w przemowieniu na
posiedzeniu inauguracyjnym pierwszego Zjazdu Fizykéw 1 Chemikéw
Polskich w Warszawie, Natanson majac na wzgledzie a) neistnienie zunifi-
kowanej teorii Zjawisk optycznyeh 1 b) istnienie sprzeczno$ci opiséw zjawisk
optycznych oferowanych przez optyke falowsa i (nowa) optyke kwanto-
wa, Natanson dostrzegal powazne ograniczenia postulowanych dotad
hipotetycznych bytéw teorii:

Nie dowierzagmy zatem istnienin fal prawidtowych i prostych; od-
mowny rownies ufnosci objektywnemn bytowi quantowych atomow.
Niezgodnosé¢ undulacyjnej i quantowej Optyki §wiad-
czy tylko o tem, ze i jedna i druga nauka, podchwyciw-
szy w zjawiskach watla ni¢ podobienstwa, przeciagnely,
kazda wtasna, poza wlasciwy ich zakres; Ze z analogji

407 listu Kamila Krafta do Natansona z 20 sierpnia 1912 r. wiemy, ze niemal trzy
tygodnie wezesniej (czyli na poczatku sierpnia 1912 r.) Kraft otrzymal od Natanso-
na jego rozprawe ,,Zasady teoryi promieniowania”, opublikowana dopiero w 1913 r.

(Natanson 1913) i wysoko cenil to opracowanie nie czytajac go jeszcze — zob. Kraft
1912 (dok. arch.). Kamil Kraft to kolejny fizyk, ktéry znal 1 cenit dokonania Natansona
z zakresu teorii promieniowania Plancka. Przeoczytem jego osobg w moim poprzed-
nim artykule — zob. Kokowski 2019, pp. 368—381. Niestety nie ma w zachowanej
korespondencji Natansona innych listéw Krafta dotyczacych tej kwestii.
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uczynily tozsamos¢, ze subtelna przenosnie pojely do-
stownie, naiwnie i grubo (Natanson 1923, s. 8; kursy-
wa — M.K)).*!

W 1924 r. Natanson, w opracowaniu pt. ,,O promieniowaniu”, be-
dacym Il wersja artykulu z 1911 r. (Natanson 1911b), przedstawil osta-
teczne stanowisko w kwestii statusu ontologicznego kwantéw energii.
Ot6z kwanty energii istnieja, ale nadal rodzi to trudnosci koncepcyjne
na gruncie fizyki.

Natanson 1924b, ss. 142-143

[...] Boltzmann ustanowit wielkiej wagi twierdzenie: ist-
nieje zwigzek migdzy prawdopodobiefistwem rozdziatu
energji w ukladzie a jego entropja. Ale 6w zwiazek spel-
nia prawdopodobiefistwo rozdziatu, obliczone wedlug
Boltzmannowskiego okreslenia; inaczej obliczone praw-
dopodobiefistwo go nie spetnia. Musimy powolac si¢ na
ten fakt, azeby uzasadnic a posteriori, dlaczego w okresle-
niu prawdopodobienstwa rozdziatu idziemy za Boltzman-
nem, za Planckiem. Co tkwi na dnie tego faktu? czego
mozna si¢ z niego nauczy¢? mimo dlugich dyskusyj, nie
mamy niewatpliwej odpowiedzi na te 1 podobne pytania.
A gdy twierdzenie Boltzmanna gra dzi§ coraz wazniejsza
role w najtrudniejszych badaniach, utwierdzamy si¢ jeszcze
raz w spostrzezeniu dos¢ gorzkiem, ze wielkie uogélnienia
nauki, dopoki s3 owocne i dobroczynne, bywaja zazwyczaj
najbardziej niejasne.

W terminologii rozwijanej przeze autora artykutu hipotetyezno-dedukcyinei meto-
dy myslenia korespondencyjnego, postulowane w kontekscie teorii hipotetyczne byty, to
faktycznie kwazi-byty — zob. Kokowski 1996. W rozwazanym przypadku Natanson
dostrzegal uderzajaca sprzecznosé kwazi-bytéw postulowanych przez optyke falowa

i nowa optyke kwantowa i widzial potrzebe poszukiwania bardziej ogélnej teorii zjawisk
optycznych z nowymi kwazi-bytami, ktéra uniknelaby sprzecznosci tych tych teori,
zachowujac jednoczesnie odkryte juz czastkowe prawdy — prawa zjawisk zgodnych
z predykcjami dotychczasowych teorii; o czatkowych prawdach w naukach matema-
tyczno-fizycznych zob. Costa, French 2003.
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Natanson 1924b, ss. 143144

Idac ta droga, Planck zostal doprowadzony do stynnej for-
muty, ktéra nosi jego nazwisko i ktéra, o ile wiemy dotych-
czas, zgadza si¢ dobrze z wynikami pomiaréw, w granicach
nieuniknionych bledéw dostrzezen. Nie bedziemy tu przy-
taczali formuly Plancka; zwrocimy raczej uwage na naj-
wazniejszy wniosek, ktéry z niej natychmiast wyplywa.
Oznaczmy przez elementarng ilo$¢ czyli jednostke energj,
o pewnej wybranej czestosci; literom k oraz T zachowajmy
ich przeznaczenie poprzednie. Formuta Plancka wskazu-
je nam wowcezas, ze Srednia warto$¢ energji jednego wi-
bratora (lub drgania fundamentalnego) nie wynosi kT, jak
wymagalaby tego zasada ekwipartycji energji; stosunek tej
sredniej do KT nie rowna si¢ jednosci, lecz zalezy znéw od
stosunku e do kT. W prawdzie $rednia energja wibratora
lub drgania dazylaby do przybrania granicznej wartosci kT,
gdybysmy uczynili e znikajaca, lecz rzeczywisto$¢ nie po-
zwala na to przypuszczenie; gdy bowiem e dazy do zera,
formulta Plancka w granicy przeobraza si¢ w prawo Ray-
leigha, wiemy za$ pewnie, ze temu prawu doswiadczenie
stanowczo zaprzecza rzeczywistej waznosci 1 prawdy. Mu-
simy zatem pozostawi¢ e skoficzona w formule Plancka,
r6zna od zera. Istniejq skoriczone quanta c3yli jednostki energjiy
ucy nas tego, w oSwietlenin rachunku, r3ecxywistosé promieniowa-
nia (kursywa — M.IK).

Natanson 1924b, ss. 144-145

Roztrzasajac warunki réwnowagi promieniowania, czy
odkrylismy teraz quanta cyli atomy energii? Czy powinnis-
my istotnie wyobrazaé sobie spdjne i taczne, niepodziel-
ne, niezmienne jednostki promienistej energji? Czekaja
nas tu ogromne trudnosci. Atomy chemiczne, przynaj-
mniej w Chemji wczorajszej, klasycznej, sq niezmienne;
atom H lub O lub Cl jest elementem najprostszym, nie-
tykalnym w (zwyczajnych) reakcjach chemicznych. Elek-
tron jest, podobnie, najprostsza, stala jednostka fadunku
w elektromagnetycznych zjawiskach. Jednostka e energji
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jest, przeciwnie, czems zlozonem, zaleznem 1 zmiennem;
wedlug Plancka e zalezy od czgstosci uwazanego ele-
mentarnego promieniowania. Azeby pozosta¢ w zgodzie
z ogolnemi, termodynamicznemi prawami réwnowagi,
Planck przypuscil, Zze jednostka e jest wprost proporcjo-
nalna do czestosci drgan promieniowania lub odwrotnie
proporcjonalna do jego dlugosci fali. Zalezna od charakte-
ru, od tetha promieniowania, zmienna wielko$¢ e nie moze
by¢ trwalym, wiecznym atomem, nie moze by¢ elementem
pierwotnym, z ktérego swiat zjawisk jest zbudowany. Lecz
jezeli pomnozymy wielko$¢ e przez okres t drgania pro-
mieniowania, otrzymamy iloczyn et niezmienny. lloczyn
energji przez czas nazywamy w Dynamice dzialaniem; waz-
ne twierdzenie tej nauki nazywa si¢ zasada najmniejsze-
go dziatania. W nowoczesnej teorji quantéw twierdzimy
dzi$ zatem, ze w fizycznych zjawiskach, lub przynajmnie;j
W promieniowaniu, istnieje pewna stala i powszechna ilos¢,
pewna norma dzialania; ta norma et lub tez krécej h, jak
za Plancka przykladem przyjeto ja pisac, wynosi

h = 6,55 X 10% X erg X sck.

Gdybysmy znali dokladnie postaé¢ praw rzadzacych naj-
drobniejszemi przemianami Natury, wiedzielibySmy za-
pewne, co znaczy h; w tym wzgledzie Bohra teorja, ktora
do normy h odwoluje si¢ takze, budzi niejaka nadziej¢. Za-
dawalniamy si¢ tymczasowo (niewatpliwie abstrakcyjnem)
zalozeniem, Ze uniwersalna stala h wyobraza minimum
mozliwego dzialania; z jednostek, z atoméw h wznosimy
rozmaito$¢ ruchéw i zmian w ostatnich okruchach ss.ne-
go nam $wiata.

Natanson 1924b, ss. 149-151

Gdybys$my probowali najogdlniej wyrazic tres¢ istotna zdo-
byczy, ktora zostalismy wzbogaceni przez teorje quantow,
musieliby§my zapewne powiedzied, ze w fundamentalnych
faktach promieniowania zauwazylismy istnienie w Natu-
rze pewnej nieciaglosci; Zze odnalezlismy ja nastepnie
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w korowodzie innych zjawisk fizycznych, o ktérych bar-
dzo pobieznie lub wcale nie wspominali§my w niniejszym
szkicu ulotnym. Ale w czem ta nieciagltos¢? Planck wyobra-
zal jq sobie pierwotnie w procesach emisji oraz absorbciji,
dokonywanych przez czastki materji; pozniej probowal ja
ograniczy¢ do samej tylko emisji. Niels Bohr, jak widzie-
lismy, dat zalozeniu Plancka posta¢ konkretng i jasna, za-
garniajac zarazem pod panowanie teorji ogromne pasmo
zjawisk spektralnych. Powracajac poniekad do optycznych
wyobrazen Newtona, Einstein, Stark, J.J. Thomson 1 inni
uczeni chcieli upatrywacé nieciggltosé we wloknistej budowie
promieniowania, w jego niejako przestrzennem utkaniu.
W najprostszej postaci niecigglos¢, jak wiemy, wystepuje
w pojeciu dynamicznego dgiatania, ktore w czterowymia-
rowym Minkowskiego §wiecie staje si¢ bardzo pierwotnem
pojeciem; ale mozemy ja wedlug Zyczenia przesuwac do
rozmaitych z kolei porzadkéw myslenia. Umiescimy ja, by¢
moze, w geometrycznych pojeciach; oglosimy proznie za
stwor popekany, nieciagly. Zgodzimy si¢ kiedys zapewne,
ze czas jest atomistyczny, jak juz nawpol ironicznie za-
lecal Poincare. Ale pozby¢ si¢ nieciaglosci nie potrafimy
zadnym sposobem. PowziglisSmy podejrzenie, ze jakowas
nieciaglos¢ thwi gdzie§ w glebi Swiata wydarzen; a jest to
mys$l $wieza 1 silna, ktéra moze si¢ wsaczy¢ do calego na-
szego sposobu pojmowania Natury, ktéra moze wszyst-
ko przeksztalci¢, co nie jest z nia zgodne. Dzi$ jednak
w Optyce natrafia na nieprzezwycigzone trudnosci. Zasob
doswiadczen, nagromadzonych w Optyce przez przeciag
kilku stuleci, zaséb bogaty 1 $cisly i pewny, stoi w razacej
sprzecznosci z jakakolwiekbadZ hipoteza swietlnych prze-
sylek, tadunkéw albo pociskéw. Wobec precyzji zjawisk
optycznych mysl guantdw wydaje si¢ nietylko bezsilna, zby-
teczna, lecz sama z soba niezgodna. Tylko skoficzony ciag
promienistych w prézni zaburzen moze wynikna¢ z emisji
skonczonej ilosci energji; tylko skoniczony ciag moze dac
powdd do absorbcji skoficzonej ilosci energji. Tymczasem
zwykle pojecia dtugosci fali oraz czestosci lub okresu drga-
nia nie stosuja si¢ weale do skonczonego, do urywajacego
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si¢ ciagu falowan; sa to pojecia oznaczone i jasne w #ze-
skoriczonym tylko, w wiecznie trwajacym, w nieograniczenie
rozlegltym ciagu, ktérego amplituda jest bezwzglednie sta-
ta. A zatem pojecia dlugosci fali, czestosci i okresu drgan
nie maja okreslenia w quantowych teorjach; gdy w tych
teorjach piszemy #, A lub 7, grozimy Naturze narzedziem,
ktére strzaskalismy sami. Ufajmy jednak przysztosci. Nie-
zrozumiale dzisiaj zagadki, usmiechu pelne jutro zapewne
wyjasni. W panujacej jeszcze ciemnosci, pod dotknieciem
ogromnej, cho¢ nam samym dotychczas niejasnej idei, nie-
oczekiwany, rozgaleziony splot prawdy z nieobjetego pola
rzeczywisto$ci wyrasta (wyrdznienie kursywa pochodzi od
Natansona — M.K.).

Dodatek 4.
Wybrane aspekty szkicowej dyskus;ji z tezami
niektérych krytykéow Kastlera i Natansona

Artur Kastler (1983, s. 616), nie znajac tresci listu Natansona do Lan-
dégo, zastosowal te samg strategie reinterpretacyjna Natansona: utozsa-
mil Natansonowskie jednostki energii (“energy units”) z czastkami (np.
fotonami) i Natansonowskie ostateczne czastki (“ultimate particles”)
albo nosniki energii (“receptacles of energy”) z komérkami w prze-
strzeni fazowej (,,cells in phase space”).

Taka jednak reinterpretacja Kostlera zostala negatywnie
oceniona przez Johna Stachela (2000 / 2002, ss. 438—439)
jako nietrafna, bo anachroniczna: Natanson rozwazal roz-
klad dyskretnych elementéw lub jednostek energii w by-
tach materialnych a nie kwantéw $wiatla w komoérkach
fazowych, gdyz utozsamial nosniki energii z “ultimate par-
ticles of which matter consists .[...] capable only of absor-
bing, containing and emitting amounts of energy which are
multiples of these finite and determinate units” (Natanson
1911a, s. 134), analogicznie do tego jak Planck rozwazal
natadowane oscylatory w réwnowadze z polem promienio-
wania w okreslonej temperaturze. Nie miato to wedtug Sta-
chela nic wspodlnego z rozkladem czastek (promieniowania
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albo jakiego$ innego rodzaju) w komoérkach przestrzeni
fazowej 1 dlatego nie ma powodu, aby kwestionowa¢ brak
reakcji Einsteina na artykul Natansona.

Z kolei Silvio Bergia (1987, s. 344) oraz Jagdish Mehra i Helmut Re-
chenberg (1982/2001, s. 559) uwazali, ze Natanson nie podat zadnego
fizycznego wyjasnienia dla wyprowadzenia rozkladu Plancka i na tym
polegal podstawowy brak interpretacji Natansona.

Twierdzac to, krytycy Natansona i Kastlera przeoczyli kluczowy
aspekt ich argumentacji, bowiem interpretacje te oparte sa na prze-
ktadzie jezyka jednego modelu na jezyk drugiego modelu: w artykule
z 1911 r. Natanson wskazywal gorespondujace elementy modelu Plancka
i modelu Natansona, a w liscie do Landégo z 1925 r. elementy mode-
lu Bosego i modelu Natansona, co pézniej — w 1983 r. — zrobil takze
Kastler, a wezesniej — w 1925 1. — tez Landé, ktory poréwnywal model
Bosego i model Plancka.

Kontynuowala typ krytki gloszonej przez Johna Stachela takze Da-
niela Monaldi:

[...] Natanson’s language can easily sound like an antici-
pation of today’s common characterization of quantum
statistics as a statistics of indistinguishable particles, but
the resemblance is only retrospective. Natanson was sim-
ply re-discovering the combinatorial difference already
stressed by Planck. Natanson did not draw, implicitly or
explicitly, the conclusion that counting energy elements
as “undistinguishably alike” amounted to a new statistics.
He kept within the possibilities of the current statistical
style of reasoning. For him as for Planck, it was expected
and unremarkable that energy elements should be coun-
ted differently from receptacles, since the energy elements
did not belong to the class of statistical objects. Compa-
ring radiation and gas, he concluded that they differed
only because the receptacles of radiation were pootly en-
dowed with energy while energy was abundantly besto-
wed upon the gas receptacles (Monaldi 2019, s. 320; zob.
tez Natanson 1911a, s. 142; Stachel 2000; Monaldi 2009,
ss. 387-388).
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Nie zgadzam si¢ z taka interpretacja Danieli Monaldi:

1) Zasluga Natansona nie polegala jedynie na powtérnym odkryciu
kombinatorycznej réznicy podkreslanej przez Plancka, lecz na wskaza-
niu niesformulowanego implicite przez Plancka zalozenia o nieodroz-
nialnych elementach energii, co doprowadzito do wyjasnienia podstaw
statystycznych teorii promieniowania Plancka 1 co sprawia, ze mamy
prawo mowic o statystyce Boltzmanna-Plancka-Natansona (termin Ko-
kowskiego).

2) Natanson nie twierdzil wcale, Ze jedyna réznica miedzy promie-
niowaniem a gazem polega na bardzo malej lub bardzo duzej zawarto-
sci energii, lecz, ze wielkos¢ parametru n/N (gdzie n — liczba jednostek
energii, a N — liczba drgan, wibratoréw, czasteczek, ogdlnie przedmio-
tow), decyduje o typie statystyki, gdy jest skonczony mamy przypadek
statystyki Boltzmanna-Plancka-Natansona, gdy jest nieskoniczony staty-
styka ta ma postac statystyki Maxwella-Boltzmanna; co za tym tez idzie
Natanson wskazal parametr korespondencyjny nowej teorii — statystyki
Boltzmanna-Plancka-Natansona (w terminologii Kokowskiego), ktore;
granicznym przypadkiem jest statystyka Maxwella-Boltzmanna.

Te wlasnie wlasnos¢ statystyki ,,Einsteina-Bosego” dostrzegl po latach tak-
e Dirac, w swojej fundamentalnej monografii o mechanice fwantowe (1930, §68
Discussions of Einstein-Bose Assemblies, ss. 223-225). Podobnie tez
Ehrenfest i Uhlenbeck (1927a), idac za Schrédingerem, Fermim, He-
isenbergiem oraz Dirackiem (1926, ss. 662, 667—673), przedstawili
kwantows (falowo-mechaniczna) interpretacja klasycznej statystyki Ma-
xwella-Boltzmanna (nazywanej przez nich statystyka Boltzmanna). Nie
ma w tym nic dziwnego, gdyz ujecie kwantowe statystyki klasycznej
1 statystyk kwantowych, dziedziczy dorobek wczesniejszych ujec tego
zagadnienia, wlacznie z dokonaniami Natansona (to swoiste warstwy

,archeologiczne” teorii).*

2 Wedtug Alexandra Bacha (1997, ss. 138-139) Natanson ujawnil istnienie kom-
binatorycznej nieodréznialnosci czastek przeciwstawianej tzw. fizycznej nieodréznial-
nosci czastek (okreslonej przez ideg niezmiennosci prawdopodobiefistw konfiguracii
wzgledem permutacji ustalonej w mechanice kwantowej i zwiazanej z problemem
czynnika ,,N!” we wzorze na entropi¢ gazu doskonatego). U Natansona kombina-
toryczna nieodréznialno$¢ hipotetycznych bytéw jest konsekwencja jednostajnego
rozkladu prawdopodobiefistwa liczby zajetosci (,,occupation number”), natomiast
w mechanice kwantowej jest ona skutkiem niezmiennosci prawdopodobiefistw kon-

figuracji wzgledem permutacji; rozklad jednostajny prawdopodobiefistwa jest jedynie
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Podkresli¢ nalezy, ze Natanson obszernie i jasno wypowiadal si¢ na
te tematy w swoich siedmiu pracach dotyczacych statystyki promienio-
wania i pokrewnych kwestii: Natanson 1911a (wersja angielska); 1911b
(ss. 144-160); 1911c (ss. 659-6606); 1912a; 1912b; 1913 (to najwazniej-
sza praca Natansona na temat teorii promieniowania); 1924b (ss. 125—
—151) — szczegdly zob. Kokowski 2019, ss. 336—343. Ponadto Alexander
Bach (1990a, s. 24) podkreslat klarownos¢ podejscia Natansona (opat-
tego na podejsciu Boltzmanna wyprowadzenia statystyki ,,Bosego-Ein-
steina”), znanego mu z niemieckiej wersji artykutu Natansona (1911c).

Z kolei Simon Saunders (2020, s. 49)*, krytykowal podejscie Na-
tansona, nawigzujac do interpretacji Danieli Monaldi, jednak bez cyto-
wania jej w tym kontekscie:

Natanson wprowadzil potrzebna jasnos¢. Przedstawil nie-
ktére kombinatoryczne wyrazenia §2.5, w tym tozsamosé
(18) 1 (19) (ale tak tez zrobit Boltzmann). Wyprowadzil nie
rozktad Plancka, lecz rozklad prawdopodobienistwa Bol-
tzmanna (Eq. (29)), idac dokladnie za Boltzmannem! Jego
pozniejsza dyskusja na temat réznicy miedzy systemami
,,obficie obdarzonymi” jednostkami energii a tymi ,,stabo
wyposazonymi” nimi, tak jak robil to z gruboziarnistym

trywialnym przypadkiem symetrycznej miary prawdopodobieristwa; Natansonowskie
rozumienie nicodréznialnosci zostato natychmiast zaakceptowane przez Maxa Plancka
(1912/1914) i przyjete w podrecznikach z fizyki oraz stato si¢ p6zniej podstawa kla-
sycznej teorii prawdopodobiefistwa i kombinatoryki.

Co do tzw: fizycznej nieodréznialnosci czastek zob. tez Hanle 1977; Darrigol 1988;
1991, Kunz 1989; van Fraassen 1998; French, Krause 2006; Dieks 2014; 2020; Swend-
sen 2015; Saunders 2020.

Dodam takze, co przeoczono dotad, ze sam Natanson (1913, s. 58, przyp. 2) po-

wolywal si¢ w kontekscie kombinatorycznej nieodréznialnosci czastek na rozumie-
nie prawdopodobiefistwa zdarzed elementarnych przez Henriego Poincarégo (1896,
§§ 1-10) i Wiadystawa Gosiewskiego (1906, rodz. 1-szy).

# “Natanson introduced needed clarity. He set out some of the combinatotial
expressions of §2.5, including the identity of (18) and (19) (but so had Boltzmann).
He gave a derivation, not of the Planck distribution, but of the Boltzmann probability
distribution, Eq. (29) precisely following Boltzmann! His subsequent discussion of the
difference between systems ‘abundantly bestowed’ with energy units, and those ‘poortly
endowed’, missing as he did the coarsegraining into frequency intervals, was flawed.
He made no comment on statistical independence, or the lack of it. There may be no

>

great puzzle here as to why his essay received so little commentary”.
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podzialem na przedzialy czestotliwosci, byla bledna. Nie
skomentowal ani niezaleznosci statystycznej, ani jej braku.
By¢ moze nie ma tu wielkiej famigléwki, dlaczego jego esej
otrzymal tak mato komentarzy (ttum. M.K.).

Tak jak w przypadku interpretacji Danieli Monaldi, nie zgadzam si¢
z interpretacja Simona Saundersa, w szczegdlnosci ze stwierdzeniami,
ze Natanson nie wyprowadzil prawa Plancka, tj. rozkladu / statystyki
Boltzmanna-Plancka-Natansona (w terminologii Kokowskiego), lecz je-
dynie rozktad Boltzmanna (bo przeciez Natanson nawiqzywal zardwno do Bol-
tzmanna, jak i Plancka); nie skomentowal ani niezalezno$ci statystycznej,
ani jej braku (bo przeciez to Natanson jako pierws3y mwrdcil nwage na nkryte
gatozenie teorii Plancka — nieodrdznialnosé elementow energii) 1 ze przeprowa-
dzit btedna analizg systemoéw ,,0bficie obdarzonych” jednostkami ener-
gii 1 ,,stabo wyposazonych” tymi jednostkami (fo nie prawda; stosuja si¢
tu takze moje uwagi krytyczne dotyczace interpretacji Danieli Monal-
di, zob. powyzej).

Odsylam tutaj takze do specjalistycznych opracowan Alexandra Ba-
cha (Bach, Blank, Francke 1985; Bach 1985; 1987; 1988a; 1988b; 1990a;
1990b; 1990c¢; 1991; 1996, 1997, ss. 137-138), ktoéry szczegdtowo wyja-
$nia zawilosci podejscia Boltzmanna w wyprowadzaniu statystyki ,,Bo-
sego-Einsteina”. Podzielam tez jego tez¢*:

Koncepcyjnie wyprowadzenie Bosego jest identyczne z wyprowa-
dzeniem Lorentza i Natansona (Mehra, Rechenberg 1982, ss. 562—-565).
Zgodnie ze znana hipoteza (Pais 1982, ss. 427 [-428]; Delbriick 1980;
Darrigol 1986 [ss. 211-212]), Bose doszed! do statystyki jego imienia
przez omyltke,” przyjmujac wielomianowy rozktad liczby obtozenia (oc-

#,Conceptually, Bose detivation is identical to those of Lorentz and Natanson
(Mehra, Rechenberg 1982, ss. 562-565). According to familiar hypothesis (Pais 1982,
ss. 427[-428]; Delbrick 1980; Darrigol 1986 [s. 212]), Bose arrived at his statistics et-
roneously, by assuming a multinomial distribution for the occupancy numbers instead
of a multinomial distribution for the occupation numbers. This hypothesis is misliding,
however, because the occupancy numbers are subject to two constrains, whereas the
occupation numbers are subject to only one constraint)” (Bach 1990, s. 28).

# Roéwniez Daniela Monaldi twierdzi, ze Bose wyprowadzit prawo Plancka dzigki
popelnieniu szczesliwego bledu. ,,Bose gathered that it was “now easy to calculate the
thermodynamic probability of a (macroscopically defined) state” [Bose 1924a, on 180].
There only remained to calculate the number of different ways in which the quanta
in a given frequency interval could be distributed over the available cells. It was clearly
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cupancy numbers) zamiast wielomianowego rozkladu liczb zajetosci
(occupation numbers). Hipoteza ta jest jednak mylaca, poniewaz liczby
oblozenia podlegaja dwoém ograniczeniom, podczas gdy liczby zajeto-
$ci (occupation numbers) podlegaja tylko jednemu (Bach 19904, s. 28).%
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