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Tréjwymiarowe modele matematyczne
na przyktadzie obiektéw ze zbioréw
Muzeum Uniwersytetu Jagiellonskiego

Abstrakt

W artykule podajemy przyktady modeli matematycznych, obecnie
niemal zapomnianych, ktére jeszcze kilkadziesiat lat temu odgry-
waly wielka role w dydaktyce matematyki. Z koicem XIX wieku
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powstala prezna produkcja tych modeli na uzytek szkét i uczelni.
W Muzeum U]J zachowaly si¢ w doskonalym stanie trzy takie
modele.

Stowa Kluczowe: modele matematycine, Felix Klein, dydaktyka matematyki,
Muzenm U]

Three-dimensional mathematical models
illustrated by objects from the collections
of the Jagiellonian University Museum

Abstract

This paper presents examples of mathematical models which
have almost passed into oblivion, yet a few decades ago still
played a significant role in the teaching of mathematics. In the
late nineteenth century such devices started to be produced on
a large scale for schools and universities. The Jagiellonian Uni-
versity Museum has three such models in perfect condition in
its collections.

Keywords: mathematical models, Felix Klein, didactics of mathematics, Musenm
of the Jagiellonian University

1. Wizualizacja wiedzy — motywacje dydaktyczne

Trafna wizualizacja matematycznych struktur, gtéwnie funkcji jedne;
lub dwu zmiennych, jest waznym zadaniem w procesie dydaktycznym.
Podobnie jest, gdy chodzi o rozmaite struktury chemiczne lub fizyczne,
ktore nie sa bezposrednio dostepne dla wzroku, ale ktére mozna opisac
matematycznie. Wspomniana wizualizacja to problem wazny z punktu
widzenia dydaktyki i nadal rozwijany.

Przyklad z nauczania poczatkowego: Wynalezione stosunkowo p6zno
(1945 1) tzw. klocki Cuisenaire’a, zwane rowniez kolorowymi liczbami
lub fiezbami w kolorach, to przyklad prostej, ale skutecznej i wciaz popu-
larnej wizualizacji dotyczacej arytmetyki elementarnej'. Jest oczywiste,

! W Polsce zwolennikiem tej metody byt pedagog Henryk Moroz (ur. 1924), ktéry
opracowal wlasny uklad klockéw zatwierdzony pézniej przez Ministerstwo Oswiaty.
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ze nieodpowiedzialnie prowadzone nauczanie moze nieodwracalnie zra-
zi¢ miodych ludzi do matematyki jako dziedziny rzekomo ,,trudnej”,
,»nudnej” lub ,,niehumanistyczne;j”. Stad dramatyczne i raczej retoryczne
pytanie postawione przez cenionego amerykanskiego popularyzatora
matematyki Williama Dunhama (ur. 1947):

Dwie czgste i typowe reakcje, gdy ktos spotka matematyka:
»Nie znosz¢ matematyki” lub: ,,Boj¢ si¢ matematyki”. [...]
Dlaczego tak wielu ludziom matematyka kojarzy si¢ z ope-
racja chirurgiczna bez znieczulenia? Czyzby, jako dzieci
byli torturowani przez matematyka-sadyster?.

3

Byly w historii dydaktyki matematyki chybione trendy dydaktyczne
preferujace, w dobrej wierze — w imig czystej abstrakcji 1 szacunku dla
precyzji — porzucenie przystepnych 1 pogladowych metod wizualizacji
jako ,,niescistych” i uwltaczajacych godnosci krolowej nauk. Prowadzity
one czasem do kuriozalnych sytuacji. Przykladem tego jest przypadek
dotyczacy wybitnego matematyka francuskiego, czlonka slawnej gru-
py N. Bourbakiego® — Claude’a Chevalleya (1909—1984), ktory, wlasnie
w imi¢ swoiScie rozumianej czysto§ci matematycznej, nie zalecal wyko-
nywania nawet pogladowych rysunkéw. Chevalley

byl zdecydowanie przeciwny uzywaniu rysunkow, i to
nawet w rozumowaniach geometrycznych. Pewnego razu
wyglaszal bardzo abstrakcyjny wyklad i w pewnej chwili

> Dunham 1994, s. 164.

> Grupa wybitnych matematykéw francuskich dziatajacych pod pseudonimem
Nicolas Bourbaki preferowala metody czysto abstrakcyjne. Sa autorami serii nieprzy-
stepnych podrecznikow, odrzuconych przez fizykéw matematycznych. W dydaktyce
oficjalnie zalecano odejicie od starych i sprawdzonych podrecznikéw np. Edouarda
Goursata w imi¢ programu tzw. New Math. Podejscie to ostro skrytykowal matematyk
rosyjski, pracujacy pod koniec zycia we Francji, Wladimir Igoriewicz Arnold (1937—
—2010) w znanym eseju O nauczanin matematyki (Arnold 2001).

Program bourbakistow postulowal rewolucje w spojrzeniu na matematyke w ogole,
stawiajac na pierwszym miejscu kwesti¢ struktury i hierarchii poje¢. W zalozeniu
nie dotyczyl dydaktyki matematyki, chociaz z programu bourbakistow ,,nadgorliwcy”
wysnuwali pewne wskazania takze dla dydaktyki matematyki.Inaczej méwiac, owe
chybione trendy dydaktyczne byly zawinione nie tyle przez samych bourbakistow, ile
raczej przez ich interpretatordéw. Za zwrdcenie uwagi na te kwestie dzickuje [IK.M.]
jednemu z Recenzentéw.
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po prostu pogubil si¢. Po chwili namystu odwrdcit si¢ do
tablicy 1 — starajac si¢, zeby nikt nie widzial tego, co tam
robi — dyskretnie narysowal maly diagram, przyjrzal mu
sig, szybko go zmazal, po czym ponownie zwrocil si¢ do
stuchaczy 1 kontynuowatl wyktad*.

Anegdota ta pokazuje, ze nawet wybitny matematyk moze odnies¢
korzys¢ z trafnej wizualizacji 1 nie powinien nia gardzic.

2. Obrazy w fizyce, chemii i matematyce

Z kolei w chemii popularne sa pogladowe modele przestrzenne zwiaz-
kow chemicznych jako kolorowych kulek (czasem jeszcze z literowymi
oznaczeniami pierwiastkéw z tablicy Mendelejewa) odpowiednio
faczonych patyczkami — wigzaniami chemicznymi (Ryc. 1, 2). Z punktu
widzenia aktualnej teorii, tj. opartej na réwnaniu Schrodingera chemii
kwantowej, niewiele maja one wspolnego z rzeczywistoscia. Jednak po-
zwalaja zrozumiec 1 skutecznie zapamigta¢ pewne prawidlowosci. Oczy-
wiscie, poczatkujacym adeptom chemii zawsze trzeba przypominac, ze
takich modeli nie nalezy bra¢ dostownie. Jednak tlumaczenie wiazan
chemicznych, na wstepnym etapie nauki, jako abstrakcyjnej chmury
prawdopodobienstwa opisanej zespolona funkcja falowna, tj. rozwiaza-
niem réwnania rézniczkowego Schrédingera — byloby z gory skazane
na dydaktyczna porazke.

Mozna tez podaé przyklad bardziej wyrafinowanej metody wizuali-
zacji, ktora jednoczesnie ma pewng gleboka interpretacje teoretyczna.
Sa to tzw. diagramy Feynmana (Ryc. 3) wymyslone przez wybitnego
fizyka amerykanskiego Richarda Feynmana (1918-1988), uzywane
w kwantowej teorii pola — wyjatkowo trafna wizualizacja pewnych (z na-
tury niedajacych si¢ wyobrazic) proceséw kwantowych, ktéra w dodatku
radykalnie ulatwia oraz porzadkuje pewne bardzo zawile rachunki
(1948 1.). Podobno sam Feynman, znakomity fizyk teoretyk i natchniony
wykladowca, ilustrowal swoje diagramy, uzywajac patyczkow.

Przejdzmy do konkretnego przykladu matematycznego, tj. do poje-
cia pewnej funkcji zwanej sinzq. (Polska nazwa jest dos¢ osobliwa; we
wszystkich innych jezykach funkcja ta ma czytelna nazwe pochodzaca

* Cyt. za: Sinclair 2008, s. 236.
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Ryc. 1, 2. Dwa pogladowe modele czasteczki kofeiny CsH;,N,O, (rysunki wykonano
korzystajac z programu Mathematica firmy Wolfram Research)

od laciniskiego okreslenia factorialis, ktéra sugeruje mnozenie). Dla liczb
naturalnych definicja silni jest bardzo prosta:

m=1-2-3-(n=1)n=]]# )
k=1
Nieco mniej intuicyjna jest definicja rekurencyjna:
11=1 2)
n=m-1"n
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Ryc. 3. Diagramy Feynmana, z ktérych mozna obliczy¢ prawdopodobiefstwo zajscia roz-
maitych proceséw w Swiecie czastek elementarnych (rysunek wykonano przy uzyciu ogol-
nodostepnego pakietu xACT)

Matematycy maja, niemal pod$wiadoma, tendencje do uogdlnien
i formultowania zwigzkéw, w ktérych zakres zmiennej niezaleznej nie
jest ograniczony. Wielki matematyk szwajcarski LLeonhard Euler (1707—
—1783) zauwazyl, ze nastepujaca definicja z uzyciem catki oznaczone;j
ma identyczna wlasnosc, jak powyzsza rekurencija (2):

xl=[retdr 3)
0

xl=(x-1l-x

Taka niewatpliwa komplikacja ma jednak niecoceniong zalete: for-
mutla (3) pozwala nada¢ sens pojeciu silni dla liczb rzeczywistych x
wickszych od minus jeden, a nawet dla liczb zespolonych s, ktérych
czes$¢ rzeczywista Re s jest wigksza od minus jeden (Ryc. 4). Oczywis-
cie, oryginalna, prosta definicja (1) zupelnie nie nadaje si¢ do tego. Scista
procedura tzw. przedluzenia analitycznego pozwala z kolei przypisac
jednoznaczne wartosci wsgystkin liczbom zespolonym. W szczegdlnosci
mozna uzyska¢ jednoznaczny i zaskakujacy wynik:

ox
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Zeby zobaczyé pelny wykres funkgji o, ktéra dowolnej liczbie ze-
spolonej (tj. parze liczb rzeczywistych) przypisuje odpowiednig liczbe
zespolona, trzeba by mie¢ do dyspozycji czterowymiarowa tablice. Tym-
czasem przestrzen fizyczna ma (z nieznanych dotad powodoéw) tylko
trzy wymiary. Trzeba wigc p6j$¢ na kompromis i wykonaé np. wykres
wartosci bezwzglednej funkcji sl =17 (s + 1) = (x + 7y)!, ktory parze liczb
rzeczywistych przypisze jedna liczbe rzeczywista, a taki wykres mozna
juz narysowac. Dzisiaj mamy do dyspozycji szybkie komputery wypo-
sazone w odpowiednie programy (Mathematica, Maple 1 in.), ktore bez
trudu rozwiaza takie zadanie.

Ryc. 4. Wykres wartosci bezwzglednej funkcii silnia uogélnionej przez Eulera — formula (3).

Zaskakujace sa osobliwosci widoczne po lewej stronie w postaci serii coraz wezszych
»kominow” (rysunek wykonany przy uzyciu programu Mathematica firmy Wolfram Research)

Tymczasem w wieku XIX i do polowy XX, gdy jedyna pomoca
rachunkows byly tablice matematyczne i suwaki logarytmiczne, spora
popularnosé przy wizualizacji skomplikowanych funkcji matematycznych
zdobyly modele gipsowe, niekiedy z uzyciem elementéow metalowych
initek jedwabnych. Niektére z nich mialy elementy ruchome — pozwalaty
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na efektowng animacje. Np. obrot zebatego kota o jaki§ kat odpowia-
dal zmianie pewnego abstrakcyjnego parametru matematycznego.

Starannos¢ 1 precyzja wykonania tych przyrzadéw do dzi§ budza
podziw. Byly konsultowane z zawodowymi matematykami, m.in. z tworca,
stawnego programu erlangeniskiego (1872 r.) — wciaz aktualnego po-
gladu na istote geometrii polegajacego na oparciu jej na teorii grup —
Felixem Kleinem (1849-1925).

Interesujaca dziedzing jest sztuka lub architektura inspirowana przez
geometri¢ tzw. powierzchni minimalnych® — dziedzina wciaz aktywnie
rozwijana, o czym bedzie jeszcze dalej mowa.

3. Od Oliviera do Kleina. Matematycy i arty$ci

Aby zrozumie¢ lepiej pojawienie si¢ i rozpowszechnienie w XIX wie-
ku tréjwymiarowych modeli abstrakcyjnych obiektow matematycznych,
a takze powstanie ogolniejszej tendencji do tworzenia modeli material-
nych w innych obszarach wiedzy Scislej, zwlaszcza w fizyce 1 chemii,
nalezy przyjrzec si¢ blizej trendom rozwojowym tego okresu w naukach
matematyczno-przyrodniczych, technice, ich edukacji, a takze szeroko
pojetej komunikacji wizualnej. Jak mozna si¢ przekonac, wymienione
obszary, w wielu przypadkach i przykladach, cz¢sto spotykaly si¢ czy
wrecz przecinaly.

Korzenie wytwarzania i poslugiwania si¢ tréojwymiarowymi modela-
mi matematycznymi, jak si¢ wydaje, tkwia w tym okresie rozwoju ma-
tematyki, ktory Scisle wiaze si¢ z powstaniem znaczacych europejskich,
cho¢ gléwnie francuskich, osrodkéw ksztalcenia inzynieréw wojsko-
wych i cywilnych w drugiej potowie XVIII wieku (z najstynniejsza Ecole
Polytechnique na czele). Podjety w nich typ ksztalcenia wymagal od
zatrudnianych w tych szkolach nierzadko wybitnych matematykéw nie
tylko wysokich kwalifikacji naukowo-teoretycznych, ale takze umiejet-
nosci w postugiwaniu si¢ formami przekazu nauczanych tresci, jako ze
absolwentami mieli by¢ gléwnie praktycy.

We wspomnianej ogolniejszej perspektywie wyrdznialy si¢ doko-
nania $cisle naukowe, ale i dydaktyczne jednego ze wspotzalozycieli
Fcole Polytechnique — Gasparda Monge’a (1746-1818) i jego uczniéw.

> Sa to powierzchnie, ktérych tzw. srednia krzywizna Gaussa jest w kazdym punk-
cie zero.
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Monge uwazany jest powszechnie za tworce geometrii wykreslnej, a tak-
ze za pioniera teoretycznych rozwiazan z zakresu geometrii rzutowej
i rozniczkowej. Jak si¢ okazuje, francuski matematyk nie stronit od wy-
korzystywania w dydaktyce srodkéw pogladowych uprzystepniajacych
1 wyjasniajacych wyktadane tresci. W jednym z katalogéw zbioru przy-
rzadow 1 modeli zgromadzonych w zalozonej w czasie Rewolucji uczelni
Conservatoire National des Arts et Métiers w Paryzu mozna znalezé
informacje¢ o wykonanych przez Monge’a, niestety niezachowanych do
dzisiaj, tréjwymiarowych modelach nitkowych hiperboloidy®.
Nietrudno wigc zrozumied, ze do wykladéw z geometrii wykresl-
nej w paryskich szkotach technicznych wlasne modele wykorzystywat
pozniej uczen Monge’a —Théodore Olivier. Znaczna cz¢s¢ tych modeli
reprezentowata matematyczne powierzchnie prostokreslne. Olivier
budowal przede wszystkim modele ruchome, przedstawiajace zarowno
generowanie takich powierzchni, jak i tworzenie krzywych powstatych
przez ich przecigcie’. Poniewaz wiele modeli skonstruowanych na pod-
stawie pierwotnych rozwiazan Oliviera przetrwalo do dnia dzisiejszego
w zbiorach muzealnych, obecnie mozna snu¢ przypuszczenia, jak dalece
mogly one w XIX wieku pobudza¢ wyobrazni¢ przestrzenna stuchaczy
wyktadow z geometrii, zwlaszcza przysztych inzynieréw i architektow®.
Wraz ze spadkiem prestizu geometrii wykreslnej we Francji okolo
potowy XIX wieku zmalalo takze zainteresowanie wsréd tamtej-
szych wytwércéw m.in. modelami nitkowymi Oliviera. Tymczasem od
lat 60. tego wieku stopniowo wzrastalo zainteresowanie tréjwymiaro-
wymi modelami obiektéw geometrycznych w éwczesnych panstwach
niemieckich’. Z jednej strony tendencja ta pokrywala si¢ z dynamicz-
nym wzrostem, w tym samym okresie, znaczacych wynikéw uzyski-
wanych przez tamtejszych matematykow'’. Z drugiej, szczegdlnie po

¢ Catalogne 1882, s. 31; por. takze: Sattelmacher 2016, ss. 137-138.

7 Hervé 2007, ss. 295-318. Olivier budowal takze modele rozmaitych uktadéw
mechanicznych z przekladniami z¢batymi.

¢ Lorraine J. Daston sugeruje wplyw empirystycznej filozofii Johna Locke’a na
francuskich matematykow konica XVIII wicku. Dotyczyloby to nie tylko zrédet empi-
rycznych wiedzy matematycznej, ale takze potrzeby sposobéw jej prezentowania w po-
staci ,,empirycznych” wizualizacji w dydaktyce geometrii; zob.: Daston 1986, ss. 271—
—274; takze: Friedman 2018, s. 116.

 Friedman 2018, s. 118.

10" Zob. np.: Struik 1960, ss. 250, 299.
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wojnie francusko-pruskiej i zjednoczeniu Niemiec, nastapito na ich
obszarze znaczne ozywienie wytworczosci dydaktycznych przyrzadow
naukowych, w tym modeli, co pozwolilo na konkurowanie na tym polu
z odpowiednikami francuskimi i angielskimi''. Wzrosto réwniez zainte-
resowanie tymi modelami w dydaktyce uczelnianej w innych panistwach,
zwlaszcza w Stanach Zjednoczonych.

Tendencje do wykorzystywania modeli materialnych w dydaktyce
matematyki, jak si¢ okazuje, szly w parze z trendem budowy tréjwy-
miarowych modeli obiektéw, stanowiacych przedmiot zainteresowania
dziewictnastowiecznej fizyki i chemii. W przypadku tej pierwszej na
uwage zastuguja ruchome modele odkrywanych od lat 20. tego wieku
zjawisk elektromagnetycznych. Poniewaz opis teoretyczno-matema-
tyczny tych zjawisk, w szczegélnosci w postaci ujecia maxwellow-
skiego, daleko odbiegal od mozliwosci intuicyjnego wyobrazenia,
m.in. sam James C. Maxwell (1831-1879), a takze Oliver Lodge (1851—
—1940) i Ludwig Boltzmann (1844—19006) projektowali realizowane
pozniej w praktyce modele mechaniczne i hydrodynamiczne elektro-
magnetyzmu (Ryc. 5)'% Niewatpliwe dla tej praktyki byly takze przy-
swiecajace jej pobudki zwiazane z rozpowszechnionym w tym okresie
przekonaniem o koniecznosci ,,wtloczenia” nowo odkrywanych zja-
wisk fizycznych w ramy tradycyjnych uje¢ mechanicznych (tzw. me-
chanicyzm)®.

Nieco inne przestanki przyswiecaly twércom tréjwymiarowych mo-
deli chemicznych w drugiej potowie XIX wieku. Nalezeli do nich pio-
nierzy stereochemii, w tym Friedrich A. Kekulé (1829-1896), August
W. von Hofmann (1818-1892) i Jacobus H. van ’t Hoff (1852-1911)".
Byl to okres jakosciowej zmiany: przechodzenia od chemii przemian
i stosunkéw stechiometrycznych do chemii struktur przestrzennych

1 Brenni 2012, s. 202; Sattelmacher 2013, ss. 294-296.

12 Brenni 2004.

3 Zob. np.: Harman 1982, ss. 149-155; Szumilewicz 1974, ss. 37-90. Jest czyms
charakterystycznym, ze wraz z powstaniem nowych rewolucyjnych teorii fizycznych
na poczatku XX wieku (mechaniki kwantowej i mechaniki relatywistycznej)
ograniczajacych zakres stosowalnodci tzw. mechaniki klasycznej, zaréwno z obszaru
wytworczoscl, jak i dydaktyki stosunkowo szybko znikly modele mechaniczne elek-
tromagnetyzmu.

' Meinel 2004; 2009.
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Ryc. 5. ,,Bicykel” Boltzmanna Ryc. 6. Uklady klockéw wedlug zalecen
(1908, tabl. 1, fig 15) E. Frobela (1874, tabl. 13)

Ryc. 7. Struktura mezytylenu (1,3,5-trimetylobenzen, C;H;(CH;);) wedtug Kekulégo
(1867, t. 10, ss. 216, fig, 2)

zwiazkoéw. Mimo kontrowersji 1 sporéw, na trwate do stownika tej dzie-
dziny wiedzy wchodzily stopniowo pojecia atomu, molekuly 1 wiazania
chemicznego. Modele tréjwymiarowe molekul zwigzkéw organicznych
nie tylko odzwierciedlaly przypuszczalny rozklad przestrzenny atomow;,
ale takze pobudzaly wyobraznig, stanowiac z czasem swoisty heury-
styczny impuls do stawiania §miatych hipotez, a nawet projektowania
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przemian chemicznych prowadzacych do wytworzenia zwigzkow o za-
danej uprzednio strukturze.

Na podstawie wymienionych skrétowo przyktadow tendencji budo-
wania modeli materialnych w dziewigtnastowiecznej matematyce, fizy-
ce i chemii mozna wyciagnac¢ ostrozny wniosek, iz w znacznym stopniu
byly one nastepstwem, zwlaszcza w dwoch pierwszych obszarach wie-
dzy, powstania nowych koncepcji teoretycznych, charakteryzujacych sie
wysokim stopniem abstrakcji, a jednoczesnie oddaleniem od intuicji
i pogladowosci. Na gruncie matematyki wiazato si¢ to m.in. z powsta-
niem w omawianym okresie geometrii nieeuklidesowych, abstrakcyj-
nych poje¢ krzywizny i rozmaitosci #-wymiarowej oraz tendencjami do
uogolniania teorii matematycznych. W fizyce dalekim od pogladowosci
charakterem odznaczaly si¢ rozwijane w tym czasie m.in. teotrie $wiatla,
ciepla czy elektromagnetyzmu. Potrzebe konkretyzacji 1 wizualizacji
odczuwali nie tylko dydaktycy, ale — jak wskazuja wymienione wyzej na-
zwiska — nawet wybitni uczeni, nierzadko tworcy wspomnianych teorii.

Niemiecki historyk chemii Christoph Meinel (1949—) uwaza, iz istnie-
je gleboki kulturowy zwiazek taczacy ide¢ modeli struktur chemicznych
Kekulégo (Ryc. 7) i van ’t Hoffa ze stylem architektonicznym licznych
dziewigtnastowiecznych budowli uzytkowych (takich jak konstrukcje hal
wystawowych lub dworcéw kolejowych) oraz idea dziecigcych zabaw
petrcepcyjno-manipulacyjnych drewnianymi klockami w formie figur
geometrycznych (np. kuli, walca, szescianu) w ramach pedagogiki przed-
szkolnej niemieckiego teoretyka edukacji Friedricha Frobela (1782-1852)
(Ryc. 6). Upraszczajac, zwiazek ten wyraza si¢ w nowym, wlasciwym dla
omawianego okresu, sposobie i zarazem umiejetnosci uczenia sig, rozu-
mienia, ale i ksztaltowania relacji przestrzennych. Obejmowal on po-
zornie oddalone od siebie obszary aktywnosci spoteczno-kulturowe;j'.

Zbieznosci konstrukcyjno-przestrzenne widoczne sa réwniez
w procesie charakterystycznej migracji idei powierzchni prostokresl-
nych od tréjwymiarowych modeli matematycznych do rozwigzan archi-
tektonicznych konca XIX wieku, jak rowniez wieku XX. Tendencje te
mozna dostrzec choéby w licznych rozwiazaniach budowlanych takich

15 Meinel 2004, ss. 266-269; 2009, ss. 14-17. Na temat idei pedagogicznych Frobela
zob. np.: Nawroczyniski 1987, ss. 153—156. Frobel byl w znacznym stopniu inspirowany
pracami szwajcarskiego pedagoga i teoretyka edukacji Johanna H. Pestalozziego (1746—
1827), ktéry za naczelna dyrektywe nauczania uznawal pogladowos¢ (Anschanlichkeir).
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Ryc. 8. Wieza ci$nief projektu Szucho- — Ryc. 9. Rzezba Nauma Gabo (z lat 1954—
wa (z 1896 r.) w Niznym Nowgorodzie.  —1957) przed domem towarowym w Rotter-
© Fot. M.P. Dmitriev (1858-1948). Dostep ~ damie. © Fot. F. Eveleens (praca wlasna).
online (5.07.2018), domena publiczna Rotterdam, Coolsingel. Kunstwerk ,,Ge-
stileerde bloem” van Naum Gabo. Dostep
online (5.07.2018), CC-BY 3.0, zdesaturo-

wany z oryginalu

autorow jak Wiadimir G. Szuchow (1853—1939) zwany ,,rosyjskim Edi-
sonem” (Ryc. 8), Antoni Gaudi (1852—-1926) czy Le Corbusier (1887—
1965)'°. Jest interesujace, ze modele nitkowe typu Oliviera, jak réwniez
pozniejsze warianty modeli matematycznych proweniencji niemieckiej
inspirowaly takze wspolczesnych przedstawicieli sztuki abstrakcyjnej,
takich jak rzezbiarze Naum Gabo (1890-1977) (Ryc. 9), Henry Moore
(1898-1986) czy wspodlczesny architekt-matematyk Artyom Maxim
(Ryc. 10)". Zdaje si¢ to potwierdza¢ wspomniana powyzej tez¢ Chri-

16 Xavier, Pincho 2016, s. 362. Mozna sadzi¢, ze zainteresowanie architektow
powierzchniami minimalnymi wynikalo nie tylko z ich wlasnosci ,,estetycznych”, ale
iz tego, ze powierzchnie te sa rozwiazaniami pewnych probleméw wariacyjnych (np.
zapewniaja maksymalng wytrzymalosé przy zadanych parametrach). Za zwrécenie uwa-
gl na ten aspekt wyrazy wdziecznosci naleza si¢ jednemu z Recenzentow.

7 Viertling-Claassen 2010, ss. 11-18. Zob. takze: Lodder, Hammer 2000; Hedge-
coe, Moore 1968, s. 105.
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Ryc. 10. Wspolczesna instalacja Artyoma Maxima inspirowana matematyczng powierzch-
nig minimalna. © Fot. G. Wrigley (praca wlasna). Customs House Library Exhibit. Dostep
online (30.08.2018), CC-BY 3.0, zdesaturowany z oryginatu

stopha Meinela, a nawet sugerowa¢ koniecznos¢ objecia nia szerszych
obszaréw kultury.

Powracajac do wspomnianego zainteresowania trojwymiarowymi
modelami matematycznymi w Niemczech w drugiej polowie XIX stu-
lecia, nie mozna nie wspomniec¢ o roli, jaka w tym procesie historycz-
nym odegral przywolany juz powyzej niemiecki matematyk Felix Klein,
ktérego nazwisko wiaze si¢ glownie z programem z Erlangen. Mniej
znane sq natomiast jego zainteresowania tréjwymiarowymi modelami
obiektéw matematycznych, ktérymi skutecznie zarazil go Julius Pli-
cker (1801-1868) w czasie studiow Kleina w bonskiej Polytechnische
Schule. Pliicker do konca zycia sam budowal modele z gipsu, drzewa,
tektury i linek na wzor szkoly Monge’a. Dodatkowym impulsem byly
odkrywane w tym okresie nowe krzywe i powierzchnie geometrii alge-
braicznej oraz rézniczkowej'. Od tej pory modele tréjwymiarowe staly

¥ Friedman 2018, s. 118.
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si¢ istotnym elementem nie tylko nauczania i pracy badawczej Kleina,
ale 1 jego przedsiewzie¢ na polu reorganizacji edukacji matematycznej
w niemieckich uniwersytetach i szkotach srednich®.

Swoje zainteresowanie modelami Klein kontynuowal w czasie krot-
kiego pobytu jako wykladowca w Getyndze, nast¢pnie jako profesor
w Erlangen i znowu w Bonn, gdzie wraz z Alexandrem Brillem (1842—
—1935) nie tylko zaprojektowal setki nowych modeli, ale takze sekundo-
wal dynamicznemu rozwojowi ich wytwoérczosci komercyjnej. W Bonn
doktoranci Kleina i Brilla mieli obowigzek wraz z praca doktorska
przedlozy¢ takze zbudowane przez siebie modele badanych obiektéw
matematycznych”. Dla obydwu niemieckich uczonych postugiwanie sie
modelami tréjwymiarowymi miato na celu nie tylko rozwijanie wyobrazni
1 intuicji matematycznej, co potwierdzalo wage ich uzycia w procesie
poznawczym i edukacyjnym (funkcja reprezentujaca, wyjasniajaca i dy-
daktyczna), ale takze stymulowanie odkrywania nowych twierdzed ma-
tematycznych (funkcja heurystyczna)®'. Odwolujac si¢ do francuskiej
tradycji budowy modeli przez Monge’a i1 Oliviera, Klein pisal:

Podobnie jak dzis, takze wtedy celem modeli nie bylo moze
skompensowanie stabosci intuicji (Anschanung), co rozwinie-
cie [kursywa Kleina — J.R.] Zywej, jasnej intuicji — celu, kto-
ry najlepiej osiagna¢ przez samodzielne ich wykonanie®.

Jak si¢ wydaje, kluczowym pojeciem w pogladach Kleina na temat
statusu modeli trojwymiarowych, a nawet — szerzej — na temat statusu
wspolczesnej mu geometrii, bylo wymienione wyzej pojecie intuicji
(Anschannng), albo inaczej — swoistej intuicyjnej wyobrazni matematycz-
nej. W ujeciu niemieckiego matematyka element intuicji, w szczegol-
noscl intuicji przestrzennej (raumlicher Anschaunng), wykracza poza sfere
abstrakcyjnosci idei geometrycznych wyrazona w formalizmie, ale sta-
nowi zarazem dopelnienie, zwlaszcza w jego rozumieniu 1 tworczym

rozwijaniu®.

? Schubring 2010, ss. 5-9.
2 Friedman 2018, s. 121.
I Na temat wielo$ci typéw modeli naukowych iich funkcji por. np.: Hajduk 1972.
# Klein 1926, s. 78.

2

Eduard Glas (2000, ss. 80) wymienia dwa przyklady owocnej intuicji w pra-
cach Kleina, pierwszy dotyczacy wykorzystania algebraicznego pojecia grupy do pro-
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Niesprowadzalng jedynie do abstrakcyjnego formalizmu geometrie
Klein nazywa ,,wlasciwa” 1 wspomina o niej, a takze o roli w niej mo-
deli, we wlasnym komentarzu do stynnego wykladu programowego wy-
gloszonego w Erlangen w 1872 roku:

Istnieje geometria wlasciwa (ezgentliche Geometrie), ktora,
w przeciwienstwie do badan omoéwionych w tekscie, nie
chce by¢ jedynie forma uzmystowiong (veranschanlichte
Form) badan bardziej abstrakcyjnych. W takiej geometrii
figury przestrzenne sa pojmowane w calej ich rzeczywi-
stosci postaciowej (gestaltlichen Wirklichkeif) i — co wlasnie
stanowl stron¢ matematyczna — zwiazki do nich si¢ od-
noszace sa pojmowane jako wyniki widoczne twierdzen
zasadniczych pogladu przestrzennego (rdumlicher An-
schannng). Model wykonany, spostrzegany (angeschaut) lub
tylko zywo wyobrazany, jest dla tej geometrii nie §rod-
kiem do osiaggnigcia pewnego celu, lecz sama rzecza (die
Sache selbst)*™.

Odnoszac si¢ do powyzszego cytatu, niemiecki historyk matematyki
Herbert Mehrtens (1946—) zwraca uwage nie tylko na istotne dla
Kleina pojecie ,,intuicji przestrzennej”, ale takze pojecie ,,rzeczywistos-
ci postaciowej” (gestaltlichen Wirklichkeii) lub ,,postaci/ksztatta” (Gestald).
Zdaniem Mehrtensa stanowi ona rodzaj istoty danego obiektu geo-
metrycznego, ktéra matematyk moze wyrazic¢ tylko za pomoca nota-
¢ji symbolicznej, diagraméw graficznych lub modeli tréjwymiarowych.
Te ostatnie sa dla ,,rzeczywistosci postaciowej” réznymi reprezenta-
cjami. W tym sensie naoczny model nie jest jakim§ ograniczonym do-
datkiem w dzialalnosci matematycznej, lecz jej integralnym elementem

gramu klasyfikacji system6w geometrycznych i drugi dotyczacy rozwiklania problemu
rozwigzywalnodci rownan algebraicznych piatego stopnia przez rozwazenie grupy sy-
metrii dwudziesto$cianu foremnego.

# Klein 1895, s. 56. Praca ta zostala przelozona przez Samuela Dicksteina
(1851-1939), a przez autoréw niniejszego artykulu czesciowo przystosowana do wy-
mogo6w aktualnego polskiego stownictwa. Wyrazenie raumiicher Anschanung Dickstein
przettumaczyl jako ,,poglad przestrzenny”, co mozna lepiej oddaé, w duchu Kleina,
jako ,intuicja przestrzenna”. Schubring zauwaza, ze pojecie Anschannng, czesto niezbyt
poprawnie przekladane na rézne jezyki, od czaséw Immanuela Kanta (1724—1804) sta-
nowi réwniez kluczowe pojecie w filozofii niemieckiej; zob.: Schubring 2016, ss. x—xi.
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ucielesniajacym, w tym wizualizujacym, postac (Gestalf) danego obiek-
tu matematycznego®.

Kres produkcji, a takze szerszego zainteresowania trojwymiarowymi
modelami matematycznymi nadszed! w pierwszych dwoch dekadach
XX wieku wraz z wybuchem I wojny $wiatowej. Michael Friedman
uwaza, ze jedng z pozamatematycznych przyczyn tego procesu byla
takze — paradoksalnie — nadmierna komercjalizacja produkcji oraz nad-
podaz modeli, przewazajaca nad ich znaczeniem poznawczym. Au-
tor ten dodaje, ze z przyczyn Scisle zwiazanych z matematyka nalezy
wymieni¢ rowniez odkrycie pod koniec XIX wieku, dalekich od klei-
nowskiego pojeciaAnschaunng, funkcji ciagtych nigdzie nierézniczkowal-
nych — tzw. analitycznych monstréw. Jednak najci¢zszy cios trady-
cji budowy modeli materialnych w matematyce, jak si¢ wydaje, zadal
formalistyczny program aksjomatyzacji matematyki Davida Hilberta
(1862-1943), notabene kolegi Felixa Kleina z Getyngi*. A potem na-
stal we Francji okres dzialalnosci stawnej skadinad grupy matematycz-
nej Nicolasa Bourbakiego, o ktérej amerykanski fizyk i noblista David
Gross pisze, ze

wywarla katastrofalny (disastrous) wplyw na styl publikacji
matematycznych, ktorych autorzy byli wrecz zobowiazani,
by usuwaé wszelkie §lady intuicji, jak réwniez by nie ujaw-
nia¢ drogi dojscia do wyniku — nie méwiac juz o poglado-
wej wizualizacji, ktora ,,oficjalnie” traktowano jako rzecz
niemal wstydliwa i niegodna matematyka®’.

Nie oznaczalo to jednak zupelnego zaniku tych tendencji w matema-
tyce XX wieku, ktére nadal dostrzegaly w intuicji przestrzennej istotna
site napedows dla twérczosci i odkryé®.

% Mehrtens 2004, ss. 289-290.

% Friedman 2018, s. 124; Mehrtens 2004, s. 290.

7 Gross 1988. Oczywiscie, nikt i nigdy formalnie nie ,,zobowiazywal” do usuwa-
nia wszelkich sladéw intuicji. Jezeli istnialo jakies ,,zobowigzanie”, to raczej w charakte-
rze przestrogi, by nie ufa¢ zbytnio intuicji i stara¢ si¢ — w celu uniknigcia ewentualnego
bledu — maksymalnie formalizowa¢ rozumowanie. Jest to np. wazne przy przejsciu
ze skoficzonego wymiaru do wymiatu nieskoficzonego, gdzie skoficzenie wymiarowe
intuicje czesto zawodza (za uwage te K.M. dzigkuje Recenzentowi).

* Mozna tu wspomnie¢ chocby nurt w matematyce i filozofii matematyki zwany
intuicjonizmem z jego tworca Luitzenem E.J. Brouwerem (1881-19606) na czele.
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4. Modele matematyczne w zbiorach Muzeum
Uniwersytetu Jagiellonskiego

W historycznych zasobach Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krako-
wie zachowalo si¢ kilka cennych modeli matematycznych z poczatku
XX wieku®. Warto przy okazji ich omawiania przypomnie¢ o wezesniej-
szych pomocach w nauce matematyki na krakowskim uniwersytecie.

Nauczanie matematyki na uczelni sigga swymi korzeniami poczat-
kow powstania Studium Generale, tj. II polowy XIV wieku. Szybki
rozwdj tej dyscypliny datuje si¢ na rok 1402, kiedy to mieszczanin kra-
kowski Jan Strobner ufundowal katedre astronomii i matematyki. Jedna
z najstarszych pomocy dydaktycznych w przyswajaniu wiedzy z geo-
metrii stanowily na uniwersytecie w Krakowie figury matematyczne
w formie freskéw nasciennych. Ich unikatowe relikty z XVII wieku za-
chowaly si¢ do dzi§ w jednym z lektoriéw najstarszego budynku Uni-
wersytetu Jagielloniskiego, w Collegium Maius (Ryc. 11).

Pomoca w wizualizacji poje¢ geometrycznych byly réwniez ryci-
ny zamieszczane w podrecznikach 1 wydawnictwach encyklopedycz-
nych XVIII wieku. Byly to pomoce ,,dwuwymiarowe”. Przestrzenne
modele pojawily si¢ nie wezesniej niz w XIX wieku, szczegdlnie na po-
trzeby obrazowania krzywych i plaszczyzn, wykorzystywanych praktycz-
nie w rozwijajacych si¢ wowczas naukach inzynieryjnych i w technice™.

Wytworczosé tréjwymiarowych modeli matematycznych rozwingta
si¢ w latach 1870. w Niemczech. Jedna z pierwszych wytwérni byta fir-
ma Ludwiga Brilla, wydawcy, ktérego firma funkcjonowala od 1877 r.
w Darmstadt’. W tym czasie, od 1875 r., matematycy Alexander
von Brill 1 Feliks Klein prowadzili rozszerzone kursy matematyki dla

¥ Zbiér modeli matematycznych i przyrzadéw liczacych w Muzeum UJ jest
obecnie w trakcie opracowywania. Do najcenniejszych obiektow, oprocz omawianych
w artykule, naleza XVII-wieczne kostki wedlug J. Napiera oraz XIX-wieczny aryt-
mometr wedlug Thomasa de Colmara. Niestety, Uniwersytet Jagiellofiski nie posiada
jednego z waznych dla historii polskiej nauki przyrzadu — integratora wedlug Brunona
Abdanka-Abakanowicza.

" Friedman 2018; Polo-Blanco 2007.

! Polo-Blanco 2011, s. 33; 2007; Kidwell 1996, ss. 197-208; Schilling 1903. Ludwig
Brill wydal dwa katalogi modeli matematycznych pod tym samym tytutem: Catalog
mathematischer Modelle fiir den hoberen mathematischen Unterricht vergffentlicht durch die Verlags-
handlung, Darmstadt, datowane odpowiednio 1881 i 1892.
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Ryc. 11. Relikty oryginalnych freskéw matematycznych wraz ze wspélczesnymi
uzupelnieniami w lektorium Collegium Maius, Muzeum Uniwersytetu Jagiellofiskiego,
fot. G. Zygier

szczegblnie uzdolnionych studentow w Szkole Politechnicznej (Tech-
nische Hochschule) w Monachium. Feliks Klein, propagator uzywania
modeli w dydaktyce, projektowal, podobnie jak Alexander Brill, modele
dla firmy Ludwiga Brilla. W prace te angazowali oni réwniez studen-
tow*”. Wsréd nich byl m.in. inny przyszly autor modeli przestrzennych
dr Walther Dyck (1856-1934), pézniejszy rektor Technische Hoch-
schule w Monachium™.

32 Polo-Blanco 2007, ss. 3-5; Friedman 2018, s. 120. O wytwércach modeli w USA
patrz Kidwell 1996, ss. 197-208.
3 Polo-Blanco 2007; Hashagen 2003.
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Ryc. 12. Model strunowy oferowany przez Walthera Dycka w 1892 r.%*

W I potowie XIX wieku wykonywano trzy typy przestrzennych mo-
deli matematycznych. Najliczniejsza grupe stanowily modele statyczne,
wykonywane zwykle z gipsu, drewna lub kartonu. Drugi typ to ruchome
modele nitkowe (strunowe). Na odpowiednio wyprofilowanych elemen-
tach metalowych, ruchomych w ustalonych plaszczyznach, naciggnicte
byly barwne nici, przeciecia ktorych obrazowaly odpowiednio krzywe
lub plaszczyzny matematyczne (Ryc. 121 13).

Typ trzeci to rowniez modele ruchome, okreslane w katalogach wy-
tworcow jako kinematyczne®. Ich konstrukeja oparta byta na uktadzie

34 Dyck 1892, s. 256.
% Shell-Gellasch 2015.
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Ryc. 13. Model strunowy, wyk. C.M. Clinton, Ithaca, NY, USA, pocz. XX wieku,
wil. Muzeum U], fot. G. Zygier

dzwigni 1 ko6l zgbatych. Ilustrowaly w sposéb mechaniczny powstawa-
nie krzywych, zamiang¢ ruchu obrotowego na posuwisty, liniowy. Ten typ
modeli zostal zaprojektowany przez Fredericka Schillinga (1868—1950)
ok. 1898 r., wowczas profesora matematyki na Uniwersytecie w Getyn-
dze (1899-1904), a jednoczesnie doradcy naukowego firmy swego brata,
Martina Schillinga w Halle®. W 1903 t. byt dyrektorem zbioru mode-
li matematycznych na Uniwersytecie w Getyndze. Od 1904 r. zwigzany
byl z Technische Hochschule Danzig (obecnie Politechnika Gdanska),
gdzie w latach 1917-1919 pelnit funkcje rektora (Ryc. 14).

% Schilling 1903, Przedmowa M. Schillinga z 1902 .
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Ryc. 14. Frederick Schilling, Zrédto: Beitrage und Dokumente zur Geschichte der Technischen
Hochschule Danzig: 1904—1945. Zum 75. Griindungstag (1979)

Do dnia dzisiejszego modele kinematyczne wedtug I Schillinga za-

chowaly si¢ jedynie w nielicznych kolekcjach muzealnych i uniwersy-
teckich.

5. Modele kinematyczne Martina Schillinga

Cho¢ modele matematyczne z elementami ruchomymi oferowane byly
przez kilku innych wytwoércow, to najwicksza popularnosé, szczegolnie
w szkotach niemieckich, zyskaly modele firmy M. Schilling.

W lipcu 1899 r. Martin Schilling przejat firme Ludwiga Brilla, prze-
niodst jej siedzibe z Darmstadt do Halle, a okoto 1903 r. ponownie zmie-
nil miejsce firmy na Lipsk”. Do 1904 r. firma M. Schilling oferowata
32 serie modeli. W katalogu z 1911 r. znajdujemy juz 41 serii zawieraja-
cych facznie 377 modeli®. Firma funkcjonowata do 1935 r. i byta naj-

7 Palladino N. 1999-2000; Schilling 1903, Przedmowa M. Schillinga z 1902 t.;
Shell-Gellasch 2015, ss. 67—179.
3 Schilling 1911; Polo-Blanco 2011.
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bardziej znaczaca, jesli chodzi o wytworczo$¢é modeli matematycznych.
Prezentowala swe modele m.in. na Mi¢dzynarodowym Kongresie Ma-
tematycznym w 1904 r. w Heidelbergu, podczas ktérego . Schilling wy-
glosit wyktad poswiecony modelom kinematycznym™.

M. Schilling wykonywal dwie serie modeli kinematycznych. Seria
wezesniejsza oferowana byla po raz pierwszy w roku 1903, oznaczo-
na w katalogu jako seria XXIV, z podziatem na cztery grupy*. Modele
nr 1-4, ujete w grupie I, ilustrowaly powstawanie krzywych cyklicznych
kreslonych przez okrag toczacy si¢ po zewnetrznej, lub wewnetrznej,
powierzchni drugiego okregu’'. Kreslone w ten sposéb krzywe nale-
z3 do rodziny trochoid. Trzy modele grupy 11, o numerach 5-7, sluzy-
ty do kreslenia odpowiednio elips, ewolwent i cykloid. Modele nr 8 i 9
(grupa III) demonstrowaly zamiang ruchu obrotowego odpowiednio
na ruch liniowy (posuwisty) i zwrotny (model 8), i zasad¢ mechanizmu
Watta (model 9)*. W grupie IV wydzielone zostaly trzy modele typu in-
wersofr, ktorych rozréznienie w katalogu wskazane jest poprzez nazwi-
ska ich autoréw: ,,nr 10. Inversor von Peaucellier, nr 11. Inversor von

9543

Hart, nr 12. Inversor von Sylvester-Kempe”®. Modele typu inwersor

ilustrowaly réwniez zagadnienie mechanicznej zamiany ruchu z wyko-
rzystaniem mechanizméw dzwigni i przektadni*.

W katalogu z 1911 1. znajdujemy, obok serii XXIV, drugi zespot
modeli kinematycznych liczacy 11 typow, oznaczony jako seria XXXI
i opisany: ,,Zweite Sammlung kinematischer Modelle, insbesondere zur
Verzahnungstheorie, herausgegeben von Dr. Fr. Schilling, Professor an
der Kgl. Technischen Hochschule in Danzig”*. Pie¢ modeli z tej setii
znajduje si¢ w Muzeum Boerhaave w Lejdzie®.

¥ Disteli 1904, ss. 724728, 734; tamze lista wytworcow modeli matematycznych.

4 Schilling 1899, ss. 214-227; Schilling 1903.
1 W technice taki ruch ma miejsce np. w tozysku rolkowym.

2 Shell-Gellasch 2015, ss. 167-179.

# Schilling 1903.

# Matematyczny opis modeli: Schilling 1903, s. 56; Shell-Gellasch 2015.

* Schilling 1911. Frederick Schilling pracowat w Konigliche Hochschule w Gdan-
sku od 1904 r., w latach 1917-1919 petnit funkcje rektora.

% Sa to modele oznaczone w Katalogu Schillinga: Seria XXXI numerami: 3, 5,
6,7, 8. Numery inwentarzowe Rijksmuseum Boerhaave: V16942, V16946/, V16949/,
V16942/, V16940.
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Opracowane przez Fredericka Schillinga, a oferowane przez fir-
me M. Schilling modele posiadaly charakterystyczna, rozpoznawalna
do dzi§ konstrukcje. Mechanizm gléwny osadzony byl w kasecie za-
mknietej od gory plyta szklana. Poszczegoélne elementy modelu po-
ruszano poprzez obrét korbki osadzonej pod podstawa. Wszystkie
modele tego typu posiadaly ten sam rozmiar kasety, w ktorej zostaly
osadzone: 22 X 27 cm. Na podstawie drukowany byl katalogowy nu-
mer serii, numer modelu oraz krétki opis matematyczny. Firma ofero-
wala je do okolo 1935 r. Dzis, zastapione nowoczesnymi technikami
wizualizacyjnymi, stanowia one artefakty muzealne i sa obiektem ba-
dan historykéw nauki.

6. Kolekcje modeli matematycznych na Swiecie

Jako ze Ludwig Brill, a pézniej Martin Schilling byli gléwnymi wyko-
nawcami modeli matematycznych w Niemczech, ich kolekcje zacho-
waly si¢ stosunkowo licznie w zbiorach muzealnych i uniwersyteckich.

Irene Polo-Blanco wymienia trzy kolekcje niderlandzkie: sto osiem-
dziesiat modeli Brilla i Schillinga zachowane w Uniwersytecie w Am-
sterdamie, okolo stu modeli nalezacych do Uniwersytetu w Lejdzie,
dwadziescia modeli przechowywanych w Uniwersytecie w Utrechcie.
Szczegblowo omawia ona kolekcje okolo stu pigédziesigciu modeli
zachowanych w Uniwersytecie w Groningen®. Szerszy oglad zacho-
wanych zbioréw matematycznych wraz z literatura tematu przedsta-
wia Stefan Neuwirth* oraz Angela Vietling-Claassen®. Liste instytucii
posiadajacych kolekcje zamieszczaja réwniez autorzy projektu Touch-
Geometry Project™. Nicla Palladino omawia zbiory wloskich muzeéw
i szkot wyzszych™.

We Francji zbiory modeli matematycznych znajdujg si¢ w Conserva-
toire des Arts et Metiers (modele strunowe, ok. 1830 r.) oraz w Poincaré
Institute w Paryzu, gdzie przechowywany jest zespél okolo czterystu

47 Polo-Blanco 2007, ss. 9-21; 2011, s. 35. Irene Polo-Blanco i Lotte van der Zalm
(2018) zamieszczaja inwentarz zachowanych w Uniwersytecie w Groningen modeli
réznych wytworcow, w tym M. Schillinga.

% Neuwirth 2014.

¥ Vierling-Claassen 2018.

% Karazin 2018.

51 Palladino N. 1999-2000; Palladino N., Palladino F. 2001, ss. 781-790.
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Ryc. 15. Model nr 3 serii XXXI, nr 331 Smithsonian Institution,
negative number DOR2013-50214%

modeli”. Do liczacych si¢ zbioréw niemieckich naleza m.in. kolekcje
Eberhard Karls Universitit w Tibingen, Martin-Luther-Universitit
Halle-Wittenberg, Technische Universitit Dresden, Universitit Regens-
burg. Inne europejskie kolekcje to wloskie zbiory w Universita degli
Studi di Torino, Universita degli Studi di Napoli Federico II oraz zbiory
matematyczne uniwersytetow w Pawii i Mediolanie. Wiedefiska kolek-
cja Uniwersytetu Technicznego liczy okoto dwustu modeli. W Science
Museum w Londynie przechowywany jest zespot modeli strunowych
wykonanych przez Fabre de Lagrange’a w Paryzu®. W London Mathe-
matical Society znajduja si¢ modele autorstwa Juliusa Pliickera (1801—
—1868)%, ktérego uczniami byli Feliks Klein i Walther Dyck. Zbiory
matematyczne posiadaja rowniez uniwersytety w Coimbrze, Lizbonie,

32 Shell-Gellasch 2014. Dostep online (15.09.2018).
3 Instytut Henri Poincarégo 2018.

Science Museum w Londynie 2018.

Londynskie Towarzystwo Matematyczne 2018.

54

55
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Saragossie, Charkowie*’. W Stanach Zjednoczonych znajdujemy zacho-
wane modele z wytworni Brilla i Schillinga, ale takze wykonane przez
lokalnych wytworcow. W literaturze wymieniane sa kolekcje w Harvard
University w Cambridge, Masssachusetts (modele gipsowe Brill/Schil-
ling)*”, MIT Cambridge (modele gipsowe Brill/Schilling), w University
of Illinois w Urbana-Champagne (w Altgeld Hall), Fairfield Univer-
sity w Connecticut, University of Arizona (modele Richarda Bakera
(1886—1937)). Jednym ze znaczacych jest zbiér modeli nalezacych do
Smithsonian Institution i przechowywanych w The National Museum
of American History™.

Ryc. 16. Model nr 10 typu inwersor von Peaucelliera, Martin-Luther-Universitit
Halle-Wittenberg™

Modele kinematyczne w powyzszych zbiorach stanowig rzadkosé.
Wydaje sig, ze zadna z kolekeji nie posiada kompletu liczacego dwa-
nascie modeli kinematycznych grupy XXIV, a takze wszystkich z gru-
py XXXI, oferowanych przez Martina Schillinga. Najliczniejszy ich

% Vierling-Claasen 2018; Mathematics & Computer Science Library. The Hebrew
University of Jerusalem 2018.

7 Vierling-Claassen 2007.

58 Ibidem.

% Martin-Luther-Universitit Halle-Wittenberg 2018. Dostep online (2.09.2018).
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zbi6r znajduje si¢ w National Museum of American History® (Ryc. 15).
Muzeum to posiada dziesie¢ modeli serii XXIV, z wyjatkiem dwoch,
o numerach 21 5.

Pojedyncze modele kinematyczne znajduja si¢ m.in. w Harvard
University, University of Groningen (model nr 7)°*', Utrecht Univer-
sity (modele serii XXIV nr 9, 10, 11, 12)**) w Instytucie Matematyki
Martin-Luther-Universitit Halle-Wittenberg (trzy modele typu inwersor
nr 10, 11, 12), w University of Illinois w Urbana-Champaign (modele
ar 1, 3,10, 11, 12)%.

Trzy modele kinematyczne Schillinga w zbiorach Muzeum Uniwer-
sytetu Jagiellonskiego w Krakowie uzupelniaja powyzsza liste.

7. Modele kinematyczne Schillinga w Muzeum
Uniwersytetu Jagiellonskiego

Zachowane w Krakowie modele to urzadzenia z grupy II serii XXIV,
ilustrujace mechaniczny sposéb kreslenia krzywych matematycznych.
Sq to modele o numerach 5, 6 oraz 7.

Model nr 5 ilustruje konstrukcje figur kreslonych przez punkty
umieszczone na Srednicy, i jej przedtuzeniu, kola mniejszego, ktére
porusza si¢ wewnatrz kola o $rednicy dwukrotnie wigkszej od kota
mniejszego. Odpowiednie punkty kresla elipsy. Punkty umieszczone na
koficach promienia kola mniejszego tworza podczas jego obrotu proste
prostopadle. Model ten, oprocz tworzenia elipsy, ilustruje zamiang
ruchu obrotowego na ruch posuwisty (Ryc. 17a).

Model nr 6 obrazuje powstawanie ewolwenty kola, ktora kresli
punkt (punkty) umieszczony (umieszczone) na prostej i na koncach
odcinka prostopadlego do prostej poruszajacej si¢ po obwodzie kota
(Ryc. 17b).

Model nr 7 obrazuje sposéb powstawania cykloidy — krzywej, jaka
zakresla punkt lezacy na obwodzie kola, ktére toczy si¢ po prostej.
Model obrazuje powstawanie trzech typow cykloid w zaleznosci od

" Shell-Gellasch 2015; Kidwell 1996, ss. 197—208; Smithsonian Institution 2018
(szczegbtowy opis dziesieciu modeli wraz z literatura).

" Polo-Blanco, van der Zalm 2018.

2 Uniwersytet w Utrechcie 2018.

% Uniwersytet Stanu Illinois 2018.
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Ryc. 17 a—c. Modele kinematyczne M. Schillinga, seria XXIV, nr 5, 6 oraz 7,
wl. Muzeum U], fot. G. Zygier
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polozenia punktow, ktore kresla krzywe: cykloide zwykla, wydtuzona
i skrocona®™ (Rye. 17¢).

Wyjasnienia wymaga proweniencja tych przyrzadéw. Z duzym praw-
dopodobienstwem datowaé je mozna na rok 1902°. W tym okresie
I Katedra Matematyki na Uniwersytecie Jagiellonskim kierowal Kazi-
mierz Zorawski (1866—1953), powolany na to stanowisko w 1895 1.%
Byl on réwniez kierownikiem Wyzszego Seminarium Matematyczne-
go®’, ktére funkcjonowato przy Wydziale Filozoficznym juz od lat sie-
demdziesiatych XIX wieku®. Wiadomo, ze prowadzil wyktady m.in.
z tematyki: geometria elementarna, krzywe i powierzchnie®. Wiadomo
réowniez, ze mocg reskryptéow c.k. Ministerstwa Wyznan 1 Oswiecenia
przyznawane mu byly regularne dotacje na zakup ksiazek i modeli dla
Seminarium Matematycznego. W 1899 r. K. Zorawski otrzymatl z kasy
Ministerstwa kwote ,,dwustu zlotych na zakupno najwazniejszych mo-
deli i ksiazek dla rzeczonego seminaryum””. W roku 1902 dotacja ta
wyniosta 400 z1. Mozna sadzi¢, ze wlasnie z jej czesci zakupione zosta-
ty badane modele™. Wyktady Seminarium Matematycznego odbywaly
si¢ w sali nr XXXI budynku Collegium Novum przy ul. Golg¢biej 20
(obecnie nr 24). Tam tez znajdowaly si¢ dwie szafy catkowicie zapel-
nione ,,zbiorami seminaryjnymi”’* (rok 1899).

Nie udalo si¢ dotychczas odnalez¢ spisu modeli nalezacych do Se-
minarium Matematycznego. Dalsze poszukiwania by¢ moze pozwola

¢ Punkt na koricu promienia kota kresli cykloide zwyktla, punkt na przedtuzeniu
promienia kresli cykloide wydtuzona, punkt potozony na promieniu wewnatrz kota
kresli cykloide skrécona.

% W pudetku jednego z modeli znajduje si¢ fragment gazety Gittinger Zeitung
z22X11902 1.

% W latach 1917-1919 byl rektorem Uniwersytetu Jagielloniskiego. Dalsza jego
kariera naukowa zwigzana byla ze srodowiskiem uczonych watszawskich.

7 AUJ, sygn. WF II 163 Katedry i Instytut Matematyczny 1851-1945, k. 38 i inne.

% Materialy dotyczace funkcjonowania Seminarium Matematycznego zawarte sa
w zespolach pod sygnaturami: AUJ sygn. SII 865 Wydzial Filozoficzny. Matematyka
oraz AUJ sygn. WF 11163 Katedry i Instytut Matematyczny 1851-1945. Zachowane
materialy dotycza spraw finansowych i organizacyjnych Seminarium.

® Ciesielska, Domoradzki 2014, s. 64.

0 AUJ, sygn. WFII 163, k. 38, pismo do ck. filialnej Kasy w Krakowie z dnia
21 VI 1899; AUJ SII 865 pismo: SEN Ak. 1.1026. ,,Odpis do akt” z dnia 30 VI 1899.

"' Cena zakupu za trzy modele podana w katalogu wynosita 183 marki.

2 AUJ sygn. SII 865, pismo K. Zorawskiego z dnia 25 XI 1899 r.
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wyjasnié, ile przyrzadéw zakupiono w firmie M. Schilling i jakie byty dal-
sze ich losy. W roku 1923 Ministerstwo Wyznan Religijnych 1 Oswiece-
nia Publicznego, na wniosek Wydziatu Filozoficznego U], wydalo zgode
na utworzenie Instytutu Matematycznego Uniwersytetu Jagiellonskiego
zlozonego z zespolu ,,seminariow matematycznych lacznie z bibliote-
ka seminaryjng i zbiorem modeli””. Zapewne z tego zbioru pochodza
zachowane modele Schillinga.

Warto wspomnie¢ o wezesniejszym gabinecie modeli matematycz-
nych, ktéry istnial na Uniwersytecie Jagiellonskim juz w roku 1834.
Z tego roku zachowat si¢ , Inwentarz Modeli dla Katedry Matematyki
Elementarnej sprawiony”. Spis poczatkowo liczyt 16 pozycji i obejmo-
wal 28 modeli drewnianych i mosigznych, wykonanych przez lokal-
nych rzemieslnikéw’™. Dwa lata p6zniej gabinet wzbogacil si¢ o kolejne
15 modeli, a w 1841 t. stwierdzono ich kradziez. Data ich znikniecia nie
zostala doktadnie okreslona, co pozwala sadzi¢, iz nie byly zbyt cze-
sto wykorzystywane. Szybko ujeto sprawce, odzyskano i naprawiono
uszkodzone modele™. W roku 1851 podjeta zostala decyzja o likwida-
cji gabinetu i przekazaniu modeli do gimnazjum $w. Anny’®. Powodem
likwidacji zbioréw byl brak pomieszczenia na ich przechowywanie, co
réwniez sugeruje, iz nie byly specjalnie pomocne w edukacji. Owczesny
profesor matematyki Jan Kanty Steczkowski (1800—1881) zdecydowal
o zatrzymaniu dla wlasnego uzytku kilku modeli, w tym

1. Hiperboloid kotowy obrotowy, 2. Hiperboloid kolowy
nieobrotowy, 3. Konoid i hiperboloid obrotowy na jednym
modelu, wszystkie 3-nitkowe z obraczkami i stupkami mo-
sigznymi, kazdy umieszczony w oddzielnym pudetku tek-
turowym |[...]"".

7 AUJ sygn. WFII 163, pismo Departamentu Nauki i Szkét Wyzszych Ministerstwa
Wyznan Religijnych i O$wiecenia Publicznego z dnia 31 VIII 1923 r.; tu réwniez
projekt Regulaminu Instytutu Matematycznego Uniwersytetu Jagiellofiskiego.

™ AUJ, sygn. WFII 163, ,,Inwentarz Modeli dla Katedry Matematyki Elementarnej
sprawiony”, karty bez numeracji.

5 Ich naprawe wykonat Jacenty Taborski, mechanik uniwersytecki w latach 1825—
—1857, zm. 1862 — zob. Gablankowski 2004, s. 42.

¢ Na wlasno$¢ Gabinetu Mineralogicznego przekazano wéwcezas 159 modeli
krystalograficznych: AUJ WFII 163, notatka z dnia 14 XI 1870 1.

7 AUJ sygn. WFII 163, notatka z dnia 14 XI 1863 r. na okolicznos¢ zwrotu tych
modeli przez prof. Jana Kantego Steczkowskiego.
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Modele te nie zachowaly si¢, podobnie jak i inne wymienione w spisie.

Podsumowujac, sposréd trzech modeli kinematycznych Schillinga
znajdujacych si¢ w Muzeum Uniwersytetu Jagielloniskiego, model nr 5
by¢ moze jest jedynym, zachowanym w zbiorach polskich muzedw.
W Muzeum Uniwersytetu Wroclawskiego zachowaly si¢ modele kine-
matyczne serii XXIV o numerach 2, 3, 4, 6. Wraz z opisywanymi ze
zbioréw krakowskich reprezentuja tacznie 6 rodzajow modeli z tej serii.

Nie jest wiadomo, czy zakupiona zostala przez Uniwersytet Jagiel-

loniski cata seria XXIV modeli lub modele z innych serii.

Bez watpienia mozna uzna¢, ze w srodowisku profesorow mate-
matyki prowadzacych Seminarium Matematyczne istniala swiadomos¢
1 potrzeba posiadania pomocy dydaktycznych, jakimi byly modele geo-
metryczne. By ocenié, czy i jak szeroko uzywano ich w praktyce dy-
daktycznej, konieczne jest badanie nieco innego charakteru zrédel niz
wykorzystane w niniejszym artykule.

8. Podzi¢gkowania

Jeden z autoréw artykulu (E.W)) sklada niniejszym serdeczne podzie-
kowania Pani Anne Por z Rijksmuseum Boerhaave w Lejdzie oraz Pani
dr Danucie Ciesielskiej z Instytutu Historii Nauki PAN za udzielona
mi pomoc i cenne informacje merytoryczne, ktére wykorzystatam przy
pracy nad artykulem.
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